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Prefata

Cartea de fata a fost elaborata in cadrul proiectului
POSDRU/56/1.2/S/32768, “Formarea cadrelor didactice universitare $i a
studentilor in domeniul utilizarii unor instrumente moderne de predare-
invatare-evaluare pentru disciplinele matematice, in vederea credarii de
competente performante §i practice pentru piata muncii”’, finantat din
Fondul Social European sgi implementat de catre Ministerul Educatiei,
Cercetarii, Tineretului gi Sportului, in colaborare cu The Red Point, Oa-
meni i Companii, Universitatea din Bucuresti, Universitatea Tehnica de
Constructii din Bucuresti, Universitatea “Politehnica” din Bucuresti, Uni-
versitatea din Pitesti, Universitatea Tehnicd “Gheorghe Asachi” din Iasi,
Universitatea de Vest din Timigoara, Universitatea “Dunarea de Jos” din
Galati, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, Universitatea “1 Decem-
brie 1918” din Alba-Iulia. Proiectul contribuie in mod direct la realizarea
obiectivului general al Programului Operational Sectorial de Dezvoltare a
Resurselor Umane POSDRU si se inscrie in domeniul major de interventie
1.2 Calitate in invatamantul superior.

Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de studii ale disciplinelor
matematice la cerintele pietei muncii si crearea de mecanisme si instrumente
de extindere a oportunitatilor de invatare. Evaluarea nevoilor educationale

obiective ale cadrelor didactice si studentilor legate de utilizarea matematicii



in Invatamantul superior, masterate gi doctorate precum si analizarea efi-
cacitatii si relevantei curriculelor actuale la nivel de performanta si eficienta,
in vederea dezvoltarii de cunostinte si competente pentru studentii care
invata discipline matematice in universitati, reprezinta obiective specifice de
interes in cadrul proiectului. Dezvoltarea si armonizarea curriculelor univer-
sitare ale disciplinelor matematice, conform exigentelor de pe piata muncii,
elaborarea gi implementarea unui program de formare a cadrelor didactice si
a studentilor interesati din universitatile partenere, bazat pe dezvoltarea si
armonizarea de curriculum, crearea unei baze de resurse inovative, moder-
ne si functionale pentru predarea-invatarea-evaluarea in disciplinele mate-
matice pentru invatamantul universitar sunt obiectivele specifice care au ca

raspuns materialul de fata.

Formarea de competente cheie de matematica gi informatica presupune
crearea unor abilitati de care fiecare individ are nevoie pentru dezvoltarea
personald, incluziune sociala si insertie pe piata muncii. Se poate constata
insa ca programele disciplinelor de matematica nu au intotdeauna in vedere
identificarea si sprijinirea elevilor si studentilor potential talentati la mate-
matica. Totusi, studiul matematicii a evoluat in exigente, ajungand sa ac-
cepte provocarea de a folosi noile tehnologii in procesul de predare-invatare-
evaluare pentru a face matematica mai atractiva. In acest context, ana-
liza flexibilitatii curriculei, insotita de analiza metodelor gi instrumentelor
folosite pentru identificarea gi motivarea studentilor talentati la matematica

ar putea raspunde deopotriva cerintelor de masa, cat si celor de elita.

Viziunea pe termen lung a acestui proiect preconizeaza determinarea
unor schimbari in abordarea fenomenului matematic pe mai multe planuri:
informarea unui numar cat mai mare de membri ai societatii in legatura cu
rolul si locul matematicii in educatia de baza, in instructie si in descoperirile
stiintifice menite sa Imbunatateasca calitatea vietii, inclusiv popularizarea
unor mari descoperiri tehnice, si nu numai, in care matematica cea mai

avansata a jucat un rol hotarator. De asemenea, se urmareste evidentierea

vi



a noi motivatii solide pentru invatarea gi studiul matematicii la nivelele de
baza si la nivel de performanta; stimularea creativitatii si formarea la vi-
itorii cercetatori matematicieni a unei atitudini deschise fata de insusirea
aspectelor specifice din alte stiinte, in scopul participarii cu succes in echipe
mixte de cercetare sau a abordarii unei cercetari inter i multi disciplinare;
identificarea unor forme de pregatire adecvata de matematica pentru vi-
itorii studenti ai disciplinelor matematice, in scopul utilizarii la nivel de
performanta a aparatului matematic in construirea unei cariere profesion-
ale.

MATHEMATICA este un software pentru calcul matematic. Prin in-
termediul unei interfete simple si intuitive este un instrument ideal pentru
profesionistii care au nevoie de solutii rapide ale unor probleme tehnice.

Poate efectua la fel de bine atat calcul numeric, cat si simbolic. Rezolva
ecuatii algebrice gi diferentiale, calculeaza derivate, primitive si integrale
definite, sume si produse, serii de functii.

Executa diverse operatii asupra matricelor, factorizeaza polinoame, ana-
lizeaza date, deseneaza grafice gi animatii.

Are comenzi de import si export de date, interpolari, transformate
Fourier si Laplace, precum si un set quasi-complet de functii speciale si
constante matematice.

O prezentare exhaustiva a programului MATHEMATICA este aproape
imposibila.

Prezenta lucrare igi propune introducerea cititorului in folosirea acestui
program prin exemplificarea unui subset de comenzi mai des folosite.

Eventuale nedumeriri vor fi lamurite de cititor prin intermediul help-ului
bine structurat si complet al programului. In aceastd lucrare s-a folosit
versiunea 7 a programului MATHEMATICA.

Repartizarea capitolelor pe autori este urmatoarea:
partea I, Mircea Ivan, Gloria Cosovici si Daniela Inoan; partea II, Teodor

Stihi; partea ITI, Ariadna Pletea; partea IV, Gloria Cosovici.
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Partea 1

Comenzi ale programului

MATHEMATICA






Comenzi specifice calculului diferential

1.1 Comenzi pentru derivare si diferentiere

1.1.1 Comanda Derivative

1.1.1  Derivative [n1, na,...][f][z1, z2,...] J

Calculeaza derivata

gratnate

mf(wu T2y ) = f(m,nz,...)(q;l, Loy .. )

Modul de utilizare al comenzii Derivative este explicitat de
urmatoarele tabele generate cu MATHEMATICA.



1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

Grid[{{" ", "DIf[x]x|"},

{"StandardForm", StandardForm[D|f|z], ]},
{"InputForm", InputForm[D|f[z], z]|},
{"TraditionalForm", TraditionalForm|D|f[xz], z]] } }
,Frame — All]

StandardForm 1]

InputForm Derivative[1][ f][]

TraditionalForm f(x)

Grid[{{* *, "DItfx], {x}]"},

{"StandardForm", StandardForm[D|f|z], {z, n}]]},
{"InputForm", InputForm[D|[f|z], {z,n}]]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm|[D|f[z], {z,n}]]}}
, Frame — All]

DIf[x],{x.n}]

StandardForm 0[]

InputForm Derivative[n][f][z]

TraditionalForm ()
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1.1. COMENZI PENTRU DERIVARE $I DIFERENTIERE

Grid[{{" ", "DIffx,y]x.y]"},

{*0uyfb3] *, ey flz, 0]}

{"StandardForm", StandardForm[D|f|z, y], z, ]|},
{"InputForm", InputForm[D|f[z,y],z,y]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[D|f[z, y], z,y]]}}
, Frame — All]

D[f[x,y]x,y]

StandardForm fOY [z, y]

InputForm Derivative[1, 1][f][x, ¥]

TraditionalForm f(l"l) (z,y)

Grid[{{" ", "DIf[x,y],{x,m},{yn}]"},

{"StandardForm", StandardForm[D|[f |z, y], {z, m}, {y, n}]]},
{"InputForm", InputForm[D|f|z,y], {z,m}, {y,n}]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[D|f[z, y|, {z, m}, {y,n}]]}}
, Frame — All|

DIffx,y], {x;m},{y.n}]
StandardForm fma, y]
InputForm Derivative[m, n][f][z, y]
TraditionalForm fom (2, y)
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

Grid[{{" ", "Diflxy].{{xy}}]"},

{"StandardForm", StandardForm[D|f |z, y], {{z, y}}]]},
{"InputForm", InputForm[D[f|[z,y], {{z,y}}]l},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[D|(f[z, y], {{z,y}}]]}}
, Frame — All]

Dty {{xy}}]

StandardForm {f(l’o) [z, y], fOV [z, y}}

InputForm {Derivativel[l, 0][f][x, y], Derivative[0, 1][f][z, y]}

TraditionalForm {f(l’o)(ff, y), fOD(z, 7/)}

Grid[{{"StandardForm", "Out TraditionalForm"},
{StandardForm["D|f[x],x]"], TraditionalForm[D|f[z], ]},
{StandardForm["D|f[x,y],x]"], TraditionalForm[D|[f[z, y], z]] },
{StandardForm["D|f[g[x]],x] "], TraditionalForm[D|[f[g[z]], z]]},
{StandardForm["D|InverseFunction|f][x],x] "],
TraditionalForm[D[InverseFunction| f][z], z]]},

{StandardForm ["D[z",x]"] , TraditionalForm [D [z", z]] },
{StandardForm["D|Sin[x],x] "], TraditionalForm[D|Sin[z], z]| },
{StandardForm["Function[x,f[x]]"],
TraditionalForm[Function|[z, f[z]]]},
{StandardForm["Derivative[1][Function[x,Sin[x]]] "],
TraditionalForm[Derivative[1][Function[z, Sin[z]]]] },
{StandardForm["Derivative[-1][Function[x,Sin[x]]] "],
TraditionalForm[Derivative[—1][Function[z, Sin[z]]]|},
{StandardForm ["Derivative[-1][Function[x,2?]]"]
TraditionalForm [Derivative[—1] [Function [z, z2]]]} } , Frame — All]
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1.1. COMENZI PENTRU DERIVARE $I DIFERENTIERE

StandardForm Out TraditionalForm
DI[f[x].x] f'(x)
D[f[x,y].x] FHO (@, y)
D|f[g[x]] x] J'(@)f'(9(x))

D[InverseFunction|[f][x],x]

D[z" X] na™ !
D[Sin[x],x] cos(x)
Function[x,{[x]] x— f(x)
Derivative[1][Function[x,Sin[x]]] x — cos(z)
Derivative[-1][Function[x,Sin [x]]] x +— —cos(x)
Derivative[-1][Function[x,z?]] x - %
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

Atentie la notatiile:

Grid[{{"StandardForm", "TraditionalForm"},

{StandardForm ["f[x]~! "], TraditionalForm [f[z]~!]},
{StandardForm [" f~}[z] (* gresit *)"], TraditionalForm [f~1[z]]},
{StandardForm|"InverseFunction[f][x]"],
TraditionalForm[InverseFunction| f][z]] },

{Standa.rdForm [“Sin_l[:z:] (* gresit *) "] ,

TraditionalForm [Sin(_l) [z]] } ,
{StandardForm|"InverseFunction[Sin][x] "],
TraditionalForm[InverseFunction[Sin][z]] } },

Frame — All]
StandardForm TraditionalForm
1 1

f[X] m

£ (* gresit % Lo
InverseFunction[f][x] fEV ]

Sin~*[x] (* gresit *) o [2]
InverseFunction[Sin][x] sin~!(x)
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1.1. COMENZI PENTRU DERIVARE $I DIFERENTIERE

1.1.2 Comanda Dt

1.1.2 Comanda Dt - Diferentiala )

Grid[{{" " "Dt[f[x]] n}’
{"StandardForm", StandardForm|[Dt[ f[z]]]},
{"InputForm", InputForm[Dt|[f[z]]]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[Dt[ f[z]]]} }

, Frame — All]
Det[f[x]]
StandardForm Dt[x] f'[z]
InputForm Dt[z] * Derivative[1][ f][z]
TraditionalForm dx f'(z)

Grid[{{" ", "Dtlfbx.y])*},
{"StandardForm", StandardForm([Dt[ f[z, y]]|},
{"InputForm", InputForm[Dt[f[z,y]]]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[Dt[ f [z, y]]] } }
, Frame — Al]

Detff{x,y]]

StandardForm | Dt[y] £V [z, y] + Dt[x] f10 [, y]

TraditionalForm | dyf©Y(z,y) + dof*(z,y)

POSDRU/56/1.2/S/32768 -9 — Matematici prin MATHEMATICA



1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

Grid[{{"StandardForm", "Out TraditionalForm"},
{StandardForm|["Dt[f]"], TraditionalForm[Dt[f]]},
{StandardForm|["Dt[x]"], TraditionalForm[Dt[z]]},
{StandardForm|["Dt[f x]"], TraditionalForm[Dt| f, z]},
{StandardForm["Dt[x,x]"], TraditionalForm[Dt[z, z]|},
{StandardForm["Dt[y,x|"], TraditionalForm[Dt[y, z]},
{StandardForm["Dt[x y]"], TraditionalForm[Dt[zy]|},
{StandardForm ["Dt[z2+ y* + 22|"],

TraditionalForm [Dt [z% + 32 + 22]]},
{StandardForm["Dt[f[x],x]"], TraditionalForm[Dt[ f [z], ]| }
}, Frame — All]

StandardForm | Out TraditionalForm

Dtf] df

Dt[x] dx
Dt[f,x] %
Dt[x,x] 1
Dt[y.x] @
Dt[x y] ydx + zdy

Dt[z%+ y? + 2] | 2zdz + 2ydy + 22dz

Dt [f[x],x] f'(x)
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1.1. COMENZI PENTRU DERIVARE $I DIFERENTIERE

1.1.3  (* Aplicatie: Familia tangentelor la o curba *) J

r[x]:={2Cos|z], Sin[z] }

tang[x_, t_]:=r[z] + t r'[2]

tangente = ParametricPlot[Table[tang|z, t], {z, —7, 7, 7 /16}],
{t, —.66, .66}, PlotStyle — {Thickness[0.005], Blue},

Ticks — Nonel;

curba = ParametricPlot[r[z], {z, —7, 7},

PlotStyle — {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks — None];
Show[tangente, curba]
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

rlx]:={z, 2%}

tang[x_, t_]:=r[z] + tr'[z]

tangente = ParametricPlot[Table[tang|z, t], {z, —1,1,1/10}],

{t, —.4, .4}, PlotStyle — {Thickness[0.005], Blue}, Ticks — None];
curba = ParametricPlot[r[z], {z, —1,1},

PlotStyle — {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks — None];
Show[tangente, curba, PlotRange->{{—.8, .8}, {—.2, .8}}]
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1.1. COMENZI PENTRU DERIVARE $I DIFERENTIERE

1.1.4  (* Aplicatie: Familia normalelor la o curba *) J
fi=2
gpxJ:=2"

rlx]:={f[z], gl=]}

n[x]:={g'[z], —f'l=]}

tang[x_, t]:=r[z] + t n[z]

tangente = ParametricPlot[Table[tang|z, t], {z, —1,1, .1},
{t,0, .4}, PlotStyle — {Thickness[0.005], Blue}, Ticks — None];
curba = ParametricPlot[r[z], {z, -1, 1},

PlotStyle — {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks — None];
Show[tangente, curba, PlotRange->{{—.8, .8}, {—.2, .8}}]

\
/

T N
/TN
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

flx]:=2Cos[z]

g[x]:=Sin[z]

rlx):={f[z], gl=]}

nfx]:={g'lz], —f'[=]}

tang[x_, t]:=r[z] + t n[z]

tangente = ParametricPlot[Table[tang|z, t], {z, —7, 7, m/16}],
{t,0, .66}, PlotStyle — {Thickness[0.005], Blue}, Ticks — None];
curba = ParametricPlot[r[z], {z, —7, 7},

PlotStyle — {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks — None];
Show/[tangente, curbal

\\\\ / /),
7 N
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1.1. COMENZI PENTRU DERIVARE $I DIFERENTIERE

1.1.5  (* Aplicatie: Exemplu de punct stationar *) J

Prezenam un exemplu de punct stationar care nu este punct de extrem

local.
Fie f : R — R, f(z,y) = 2* — y? avand ca grafic
paraboloidul hiperbolic z = 22 — 22 Rezolvand  sistemul
f%(:c ) = 2r =0 g obtine punctul stationar (0,0). In acest
fylzy) = =2y =0

punct avem f75(0,0) - £,2(0,0) < f7,(0,0), deci (0, 0) este punct sa pen-
tru f. Aceasta se observa si din reprezentarea grafica a suprafetei.
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

1.1.6  (* Aplicatie: Exemplu de puncte de extrem *) J

Sa determinam punctele de extrem local ale functiei
f:DCR? =R, f(z,y) = —zy*c" Y cuxz < 0.

Rezolvand sistemul { Jo(%:9) = —(y* +ay?)e =0 se obtin
fi(zy) = —Q2zy —ay*)e’™ =0
punctele stationare M(—1,2) si M,(a,0), cu a < 0.

In punctul (—1,2) avem d2f(—1,2)(h1, he) = —4e3h2 — 2 3h2,
negativ definita, deci este vorba despre un punct de maxim local, cu
valoarea maxima f(—1,2) = 4e~3.

Pentru punctele M,(a,0), d*f(a,0)(hi,hy) = —2ae®h3 este
semidefinita, deci nu se poate decide prin aceasta metoda daca punctul
M, este de extrem local. In schimb, se observa ca f(a,0) = 0 pentru
orice a < 0iar f(z,y) > 0, pentru orice < 0, y € R. Deci orice punct
M,(a,0), a < 0, este punct de minim local.

» #1-
%

=
~

X
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1.1. COMENZI PENTRU DERIVARE $I DIFERENTIERE

1.1.7  (* Aplicatie: Rezolvarea unei ecuatii diferentiale *)J

S& rezolvim ecuatia diferentiald de tip Clairaut y = x y’ + y’>.

flpJ:=p*

(* Solutia generala *)

ylz]/ DSolvely[z] == z x ¢/[z] + fly'[z]], ylz], =]([1]]

zC[1] + C[1]?

(* Solutia singulara *)

Eliminate [{y==xC[1] + C[1]?, D [y==zC[1] + C[1]%, C[1]]} ,
C]]

4y == —2?

Deci, solutia generald este familia de curbe {y = C + C?, C € R},
iar solutia singulard, 4y = —22, este infisuratoarea familiei solutiei

generale.

y.="C x+C?
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

1.1.8  (* Aplicatie: Rezolvarea unei ecuatii diferentiale *)J

Sa rezolvam ecuatia diferentiale de tip Clairaut
y=zy —y'logy’

flp-J:=— p Log[p]

(* Solutia generala *)

ylz]/.DSolvely[z] == z * /[z] + fly'[z]], yl=], ][[1]]

zC[1] = C1jLog[C1]]

(* Solutia singulara *)

Eliminate[{y==2C[1] — C[1]Log|C[1]], D[y==2C|[1] — C[1]Log[C[1]],
ey, enl

Y == 671+z

Deci, solutia generala este familia de curbe {y = Cz—C logC, C €

z—1

R*}, iar solutia singulard, y = e¢* ! este infagurdtoarea familiei

solutiei generale.

y= X C'—C/Log[C]
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1.1. COMENZI PENTRU DERIVARE $I DIFERENTIERE

1.1.9  (*Aplicatie: Calculul unei integrale duble *) J

Sa calculam integrala dubla / / vaxydzdy, unde
D

D= {(z,y) e R* | (2* +¢*)* < wy}.

Se face trecerea la coordonate polare, { * = P 9059 )
y = psinf

Din simetria domeniului D gi a functiei se obtine

= /= 20
// vy dxedy = 2/ dG/ p2\/ e dp = 1.
D 0 0 2 24

(* Vizualizare domeniu *)

RegionPlot [(:r:2 +92)? < zy, {z,-.7,.7}, {y, —.7,.7},

Axes — True,

FrameStyle — Directive[12],

BoundaryStyle — Directive[Blue, Thickness[0.007]],
PlotLabel — Style [Framed [D (22 +y2)° < a:y] ,24, Blue,
Background — Lighter[Blue, 0.8]], AspectRatio — Automatic]
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

(* Calcul integrala *)

D:(x2+y2)2<xy

0.6/

0.4f

Vs

0.2}

0.0}

-0.2

.

0.4}

S

/

0.6/

-06 -04 -02 00 02 04 0.6

w2 fsiaga] (/D
27/ (fo p?dp)de

i
24
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1.2. SERII

1.2 Serii

1.2.1 Comanda Sum

1.2.1  Sum [f[n], {n,no,n1}]

Calculeaza suma Z f(n).

n=ngo

1.2.2 Comanda NSum

1.2.2  NSum [f[n], {n,n¢,n1}]

ny
Calculeaza numeric suma Z f(n).

n=no
Exemple:

n
>
k=1

q(—1+q")
—1+gq

Z Sin[nz]

n=1

Sum::div : Sum does not converge.))
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

Z % //TraditionalForm

n=1

¢(3)

%) " .
n=0 :

e‘ﬁ e\/5

RN W

Z Cos['n il //TraditionalForm
n!

n=0

cos(z)

e cos(sin(z))

Z mnt )' //TraditionalForm
-1

1
(p—DI'(p+1)
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1.2. SERII

go i;}i-) 1 //TraditionalForm

m + 2log (1+\/§)

42
= (1 1
> (— —Log [1 + —D //TraditionalForm
‘= \n n
~
Do lPrint l" nET Y = ",ka] ,{m, 0,4}]
k=1 k=1

Z l=n
k=1

k=—-n(1+n)
k=1

k? = —n(1+n)(1+2n)
k=1
- 3 1 2 2

k® = 1" (1+mn)
k=1

1
k= %n(l +n)(1+2n) (=14 3n+ 3n?)

i
I
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

Product[n, {n, 1, p}]

p!

Product[n, {n,1,2p + 1, 2}]//TraditionalForm

27P(2p + 1)!
p!

Product[n, {n, 2, 2p, 2}]//TraditionalForm

2T (p+1)

Sln[x] H ( ) //FullSinplify

1

(*Wallis*)

2n
H \/(2n —1)(2n+1)

n=1

V3
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1.2. SERII

1.2.3 Serii Taylor

1.2.3

Series [f[z], {x, a,n}]

Genereaza aproximarea de tip Taylor:

") (g
Zf (>(fv—a)k—|-0(l'—a)"+1

k!
k=0

Exemple:

Series|f[z], {z, a, 3}]

flal + (e — a) + 3w — a)? + ¢ fOlal(@ — a)? + Ol — al*

%/ /Normal

fla] + (~a+ 2)7lal + 5 (~a+ 2)2"la] + 5(~a+ )70

Series(f[x,y], {z,a, 1}, {y, b, 1}]//Normal

fla b+ (& = a) f1%a,0] + (y = 0) fOVa, 0]+ (z — a)(y — 0) [ [a, ]

Series[Sin[z], {z, 0, 5}]

3

0

T——+-—+0[x]°

6

120

Series[Sin[Sin[z]], {z, 0, 5}]

ZL’3

(L’5

T——+=+0[]

3

10
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

Series[Exp[Exp[z]], {, 0, 2}]

e+ ex +ex? + Ofx)?

Series[Tan[Sin[z]] — Sin[Tan|z]], {z, 0, 7}]//Normal

30

Series[Tan[Sin[z]] — Sin[Tan|z]], {z, 0, 7}]//Normal

30

1.3 Limite

1.3.1  Limit [f[z],z — a] J

Calculeaza limita  lim f(z).

r—a

1.3.2  Limit [f[x],x — a,Direction — 1] J

Calculeaza limita li}n f(z).

1.3.3  Limit [f[z],x — a,Direction — —1] J

Calculeaza limita li{n f(x).
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1.3. LIMITE

Exemple:

Limit[1/z,z — o0]

0

Limit[1/z,z — 0, Direction — 1]

—00

Limit[1/z,z — 0, Direction — —1]

(0.]
1 x

Limit [(1-!—;) ,:1:—)00]
e

1 1
Limit |2 — L
imit [.7:2 Tan[a:]”x_)o]
2
3

Limit [Ta.n [Sin[z]] ;{ Sin[Tan[z]]

, — 0, Direction — —1]

1

30
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENTIAL

e" n! 3 \/f
Limit -2 _ V2, ,x
o 144n2 6n

V2

Limit [n ((1+%>M— (1+%)") ,n—»oo]

1
5((1 — 1)ae”
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Comenzi pentru calcul integral

2.1 Comanda Integrate

2.1.1  Integrate[f [X1,...,%n], {T1,a1,b1},. ..y {Tns Qn, bn}J

calculeaza inegrala

by bn
/ flzy,. .. zy)dey ... day,
ay a

Modul de utilizare al comenzii Derivative este explicitat de
urmatoarele tabele generate cu MATHEMATICA.
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2. COMENZI PENTRU CALCUL INTEGRAL

Grid[{{"InputForm", InputForm|Integrate| f[z], ]|},
{"StandardForm", StandardForm[Integrate[ f[z], z]] },
{"TraditionalForm", TraditionalForm|[Integrate| f[z], z]| } },
Frame — All]

InputForm Integrate[f[z], x]

StandardForm [ flz]dx

Traditional Form [ f(z)dx

Grid[{{"InputForm", "Integratel[f[x],{x,a,b}]"},
{"StandardForm", StandardForm[Integrate| f[z], {z, a, b}]]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[Integrate| f[z], {z, a, b}]] } },
Frame — All]

InputForm Integrate[f[x],{x,a,b}]

StandardForm / Lb flx] dx

TraditionalForm fab f(z)dx
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2.1. COMANDA INTEGRATE

Grid[{{"InputForm", "Integrate[f[x,y],{x,a,b},{y,c,d}]"},
{"StandardForm",

StandardForm|Integrate| f[z, y], {z, a, b}, {y, ¢, d}]]},
{"TraditionalForm",

TraditionalForm[Integrate[f[z, y], {z, a, b}, {y, ¢, d}]|}},
Frame — All]

InputForm Integrate[f[x,y],{x,a,b},{y,c,d}]

StandardForm f: fcd flx, yldydx
TraditionalForm fab fcd flz,y)dydx
Exemple:

1+n
/x"dx <
1+n

/ Log|z] dz —x + xzLog|z]

/ ArcTan|z] dz rArcTan[z] — %Log [1+ 27

/ ArcSin[z] dz V1 — 22 + zArcSin[z]

Tan[z] 1% dz

563Cot|[z]
Ve |

06 cetatt 90 o Caelal
315 + 315Cot[x}Cbc[1:] 105COt[I]CbC[{E]

1
+ %Cot[:ﬂ}CSC[m]G - §Cot[a:]Csc[x]8
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2. COMENZI PENTRU CALCUL INTEGRAL

Do [Print [/% "= "’/14:# dx] ,{n,1,4}] //

FullSimplify

dx
= Logll
/ 1+ og[1 + 2]
dx
/m = AI‘CT&H[I]
ArcTan {*H%}
dx V3 1 1 9
= —Log[1 — —Log |1 — ]
/1+x3 7 +3og[ + ] 6og[ x + 2]

/1:1_);4 = 4\1/5 (—2ArcTan [1 — \/ir} + 2ArcTan [1 + \@T]

—Log {1 — \/5:1;—!—:132] + Log [1 + V22 —1—1:2})

Do [Print [“ " Sin[z]", " dx"," = ",/Sin[z]" d:z:] ,{n,1,4}] //
FullSimplify

/ Sinfe] dx = —Cos[z]

/Sln = 5 - me[Qx]

/Sin[a:]3 dx = —BCTM + —COS[BJS]

/s = 20 ZSinf2a] + o Sinfd]
infz = inf2e] + 5 Sinf4a
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2.1. COMANDA INTEGRATE

Exemple:
/ e dx
1 .
5 V/7Erfi[z]

/Sin—[x]dx

T

SinIntegral|z]

/Log[l —z] i

x

—PolyLog|[2, z]

1
/x2+a2dz

ArcTan [ ]

a

a

FullSimplify [ / e *z* 'dz,a > 0| //TraditionalForm
0

I'(a)

1
FullSimplify [ / 1°71(1 — z)*"'dz == Beta[a, b],a > 0&&b > 0
0

True
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2. COMENZI PENTRU CALCUL INTEGRAL

1
FullSimplify [ / 227 1(1 — 2)*dr,a > 08&b > 0] //TraditionalForm
0

Gamma[a]Gamma[b]
Gammala + b

FullSimplify [Beta[a, b == ,a > 0&&b > 0]

True

1
/ Log[1+.1:]dx
0

1 a
FullSimplify [ / w dz,a > 0]
0

12a

FullSimplify [ / e_“smT[x]d:z:, s> 0]
0

ArcCot[s]
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2.1. COMANDA INTEGRATE

. Sinfa]?

FullSimplify [ / e dz,s >0
0

1 ,a b

FullSimplify [ / T =% dr,a> 0&&b> 0]
0

Log[z]
1+a
L
8 [1 +b]

/2
FullSimplify l / Sin[z]** dz,a > 0]
0

VmGamma [1 + af

2Gamma[l + a
N *® ArcTan[az]
1
§7rLog[1 + a]
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2. COMENZI PENTRU CALCUL INTEGRAL

FullSimplify [ / e~ ** Log[z]dz,s > 0
0

—1 + EulerGamma + Log|s]

52
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Comenzi grafice

3.1 Comanda Plot

Comanda Plot are sintaxa

3.1.1  Plot[f(x), {x,a,b}]

Vizualizeaza graficul al functiei f : [a,b] — R.

37



3. COMENZI GRAFICE

3.1.2  (* Exemplu Plot *) J

Plot[Sin[z], {z,—m,7}]

l.Oj
0s
ey
-0.5F
-10-
3.1.3  (* Exemplu Plot *) J

Plot[Sin[z], {z, —m, 7}, Ticks — None]
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3.1. COMANDA PLOT

3.1.4  (* Exemplu Plot *) J

Plot[Sin[z], {z, —7, 7},

Axes — True, AxesLabel — {z, Sin[z]},

LabelStyle — Directive[Red, Bold, 16],

Frame — True,FrameStyle — Directive[Orange, 12]|

sin(x)
1.0f SR R §
0.5/ ]
0.0¢ - X
-0.5 ]
—1.0L. ‘ ‘ ‘ ‘ ]
-3 -2 -1 o0 1 2 3
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3. COMENZI GRAFICE

3.1.5  (* Exemplu Plot *) J

Plot[Sin[z], {z, —m, 7}, Ticks — {{—P4i, Pi}, {—1,1}},
TicksStyle — Directive[Red, Bold, 14],
PlotStyle — {Cyan, Dashed, Thickness[0.01]}]
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3.1. COMANDA PLOT

3.1.6  (* Exemplu Plot *) J

graficO = Plot[Sin[z], {z, —m, 7}, Ticks — {{—Pi, Pi}, {-1,1}},
TicksStyle — Directive[Red, Bold, Italic, 14],

PlotStyle — {Orange, Thickness[0.01]},

Filling — Axis, FillingStyle — Cyan);

text0 = Graphics[Text[Style[Sin[z], 20, Bold, Red], {2.7,0.9}],
FormatType — TraditionalForm]|;

Show/|grafic0, text0]
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3. COMENZI GRAFICE

3.1.7  (* Exemplu Plot *) J

Plot[Sin|z], {z, —7, 7},
Filling — Axis, FillingStyle — Orange,
PlotStyle — {Red, Thickness[0.01]}]
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3.1. COMANDA PLOT

3.1.8  (* Exemplu Plot *) J

Plot[{Max[Sin[z], Cos|z]], Sin[z], Cos[z]}, {z, —7, 7},
PlotStyle — {{Cyan, Thickness[0.02]}, {Blue, Dashed, Thickness[0.006]},
{Red, Dashed, Thickness[0.006]} }|

O, ———
t" F N‘\ # 9 N,
g Y 7 ™,
# '\ \,
4 A N,
4 AN N\
¢ AN \
Vg 051 ¥ N Y
I
/ J AN \
4 / \ \
4 I \ .
/ / \ \
R \ I/ L A \ i VA n
3 -2 -1 4 1 \ 2 3
N 4 Vi N
\ 4’ /ot \
\ / / \
3 7
N 4 al \
A} 4 .
\ /l /' -051 \\
\\ 'I / r \
l\\ / \\
VAN / .,
AN / \,
- N ” N,
R4 N, L' .,
- LT ~1.0F N
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3. COMENZI GRAFICE

3.1.9  (* Exemplu Plot, Piecewise *) J

flx]:=Piecewise[{{z,z < 0}, {z(1 — z),z > 0}}];

flal
x <0
(I—2)z >0

0 True

Plot[f[z], {z, —1, 1}, AspectRatio — Automatic]

-1.0 -05 : 05 1.0

_0.2;
_0.4;

—0.6;

-10fF
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3.1. COMANDA PLOT

3.1.10 (* Exemplu Plot *) J

graficl = Plot[f[z], {z, —1, 0}, PlotStyle — {Red, Thickness[0.01]}];
grafic2 = Plot[f[z], {z, 0, 1}, PlotStyle — {Blue, Thickness[0.01]}];
Show|graficl, grafic2, PlotRange — {{—1,1},{-1,1}},
AspectRatio — Automatic|

1.0

0.5

-1.0 -0.5 | 0.5 1.0

-0.5+-

_1_0,
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3. COMENZI GRAFICE

3.2 Comanda ParametricPlot

Comanda ParametricPlot are sintaxa

3.2.1  ParametricPlot[{z(t),y(¢)}, {t, a,b}] J

Genereaza un grafic al curbei

v :[a,b] = R?,  ~(t) = (z(t),y(t)).

3.2.2  (* Exemplu ParametricPlot *) J

cerc[x., y-, R_]:=ParametricPlot[{z + RCos[t], y + RSin[t|}, {¢,0, 27},
PlotStyle — {Blue, Thickness[0.01]},

Ticks — {{{0,"0"}}, {{R,"(0, R)"}}},
TicksStyle — Directive[Bold, Blue, 14]]

cerc[0, 1, 1]

©O,Rr
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3.2. COMANDA PARAMETRICPLOT

3.2.3  (* Cicloida *) J

cicloida[R_|:=ParametricPlot[{ R(t — Sin[t]), R(1 — Cosl[t])}, {¢,0, 27},
PlotStyle — {Red, Thickness[0.01]},

Ticks — {{{2m, "27 R"}}, {{2,"2 R"}}},

TicksStyle — Directive[Bold, Blue, 14]]

cicloida[1]

2Ry

3.2.4  (* Cerc si Cicloida generata *) J

Show][cerc|0,1,1], cicloida[1], PlotRange — Automatic]

O, Ry
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3. COMENZI GRAFICE

3.2.5  (* Epicicloida, R=k r *)

epicicloidafr_, k_]:=

ParametricPlot [{r(k +1) (Cos[t] - w) )

_ k1
r(k +1) (Sin[t] _ W } {t,0, 27},

PlotStyle — {Red, Thickness[0.01]}, Ticks — None]

Show|epicicloida[1, 10], cerc[0, 0, 10], Axes->False]
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3.2. COMANDA PARAMETRICPLOT

3.2.6  (* Animatie: Generarea cicloidei *) J

R=1;
Animate|
ParametricPlot|

{{27rRa, R}t + 2=0(R(a2r — Sin[a2n]), R(1 — Cos[a2x])},
{27 Ra + RCos[t], R + RSinl[t]},

{R(at — Sin[at]), R(1 — Coslat])}, {—R, 0}, {27 + R, 2}}, {¢,0,2x},
PlotStyle — {{Blue, Thickness[0.005] }, { Blue, Thickness[0.005]},
{Red, Thickness[0.01]}}, Ticks — {{{2m, "2 R"}},{{2,"2 R"}}},
TicksStyle — Directive[Bold, Blue, 12]], {a, 0, 1},
AnimationRunning — False]

| 1 0Eee

2R

2x R
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3. COMENZI GRAFICE

3.2.7  (* Secvente din generarea cicloidei *) J
R=1;

Table[

ParametricPlot|

{{27rRa, R}t + @20 R(a2r — Sin[a2x]), R(1 — Cos[a2n])},

{27 Ra + RCos[t], R + RSinl[t]},

{R(at — Sin[at]), R(1 — Coslat])}, {—R, 0}, {27 + R,2}},
{t,0,2r},

PlotStyle — {{Blue, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]},
{Red, Thickness[0.01]}}, Ticks — {{{2m, "2 R"}}, {{2,"2 R"}}},
TicksStyle — Directive[Bold, Blue, 12]], {a,0,1,.1}]

' 27R
2@

‘ 27 R
ZR@

‘ 27R
27 z

‘ 27R
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3.2. COMANDA PARAMETRICPLOT

2R

2r R
2R

2r R
2R

2R
2R

2r R
2R

2r R
‘ 1R
‘ 2R
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3. COMENZI GRAFICE

3.2.8  (* Secvente din generarea evolventei cercului *) J

evolventalt_]:=

{Cos[t] - Sin[t] (2 Pi - t), Sin[t] + Cos[t] (2 Pi - t)}

t € [0, 2n].

Q

&
.
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3.2. COMANDA PARAMETRICPLOT
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3. COMENZI GRAFICE

3.2.9  (* Lemniscata lui Bernoulli *) J

a:=1;

. Cos|t Sin[t]Cos|t
ParametricPlot [{al " SiEl%t]W a7 +[ ]Sin[t][2]} {t,—m, 7},
Axes — None, Frame — True,
FrameLabel — {{" "," "},{" ", "Lemniscata lui Bernoulli"}},
LabelStyle — Directive[Blue, Bold, 16],
PlotLabel — Style |Framed [“ (a 1 fgﬂfgt]?’ a Silﬂt]S?Ii)[i][Z] )"] ,
20, Blue, Background — Lighter|[Yellow]],
PlotStyle — {Red, Thickness[0.02]}]

. Codt] aSin[t] Codt]
1+Sin[t]? 1+ Sin[t]?

Lemniscata lui Bernoulli

-1.0 -05 0.0 05 1.0
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3.2.10 (* Lantisorul *) J

a:=1;

ParametricPlot [{{z,0},{0, 42}, {az,a Cosh [£]}}, {z,-1,1},
PlotStyle — {{Cyan, Thickness[0.01]},

{Cyan, Thickness[0.01]},

{Red, Thickness[0.02]}},

Axes — None, Frame — True,

FrameLabel — {{"

n’ " ||}’ {Z, "Lantisorul“}},

LabelStyle — Directive[Blue, Bold, 20],
PlotLabel — Style [Framed [a Cosh [f]] , 20, Blue,
Background — Lighter[White]]]

cosh(x)
Lantisorul
2.0r ‘ ‘ ‘
1.5
1.0;
0.5
-1.0 -05 0.0 05 1.0
X
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3.2.11 (* Spirala logaritmica *) J

a:=1;

b:=.1;

ParametricPlot [{ae®Cos[t], ae*Sin[t]} , {¢, 0,87},

Axes — True, Frame — True,

FrameLabel — {{" "," "},{" ", "Spirala logaritmica"}},
LabelStyle — Directive[Blue, Bold, 16],

PlotLabel — Style [Framed ["(a e Cos|t], a e* Sin[t])"] , 20,
Blue, Background — Lighter|[Yellow]],

PlotStyle — {Red, Thickness[0.02]}]

(@ae”! Codt], ae®t Sin[t])
Spirala logaritmica
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3.2.12  (* Tractricea *) J

a:=1;

ParametricPlot [{aSint],a Cos[t] + aLog [Tan [£]]},{t,0, 7},
Axes — True, Frame — True,

FrameLabel — {{" "," "}, {" ", "Tractricea"}},

LabelStyle — Directive[Blue, Bold, 10],

PlotLabel — Style [Framed ["(a Sin[t],a Cos|t]+a Log[Tan[%]])"],
20, Blue, Background — Lighter[Yellow]],

PlotStyle — {Red, Thickness[0.02]}]

t
(a Sin[t],a Codt]+a Log[Tan[E]])

Tractricea
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3.2.13 (* Cissoida lui Diocles *) J

a:=1;

ParametricPlot [{2a1+t2 , 2alft2 } ,{t,—1.2,1.2},

Axes — True, Frame — True,

FrameLabel — {{" "," "},{" ", "Cissoida lui Diocles"}},
LabelStyle — Directive[Blue, Bold, 10]

PlotLabel — Style [Framed [" (2a
Background — Lighter|[Yellow]|,
PlotStyle — {Red, Thickness[0.02]}]

1+t2 ) 1+t2 ) “] 20, Blue,

2 t3
(2a

,2a
1+t? 1+t?

Cissoida lui Diocles
T T T
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3.3 Comanda ContourPlot
Comanda ContourPlot are sintaxa

3.3.1  ContourPlot|f(x,y) == 0, {x,a,b}, {y,c,d}] J

Vizualizeaza graficului curbei reprezentatd implicit de ecuatia

f(z,y) == 0 din interiorul dreptunghiului [a,b] X [c, d].

3.3.2  (* Frontiera bilei euclidiene *) J

ContourPlot[z? + y? == 1, {z,—1.5,1.5}, {y,—1.5,1.5},
ContourStyle — Directive[Blue, Thickness[0.01]]]

L] L e e B B B

0.5+ B!

-0.5 B!

-1.0r- b

] e S E N T
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15
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3.3.3  (* Frontiera bilei Minkovski *)

ContourPlot[Abs[x]+Abs[y|==1,{x,-1.5,1.5},{y,-1.5,1.5},

ContourStyle —Directive[Blue, Thickness[0.01]],

PlotLabel — Style[Framed[Bila Minkovski Abs[x]+Abs[y]==1],

24,Blue,Background — Lighter[Blue, 0.8]]]

15

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

-15

Bila Minkovski|x| + |y| = 1

-1.0

Ll
-0.5

0.0
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3.3.4  (* Frontiera bilei Chebysev *) J

ContourPlot|
Max[Abs[z], Abs[y]] == 1,
{.’L‘, -2, 2}1 {y, -2, 2})
ContourStyle — Directive[Blue, Thickness[0.01]],
PlotLabel — Style[Framed[BilaChebysev Max[Abs[z], Abs[y]] == 1],
24, Blue, Background — Lighter[Blue, 0.8]]]

Bila Chebysev maxkx|, |y)) = 1
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3.3.5  (* Cardioida *) J

ContourPlot [(:1:2 +y2—22)° ==4(22 +4?),

{IL‘, -1, 5}1 {y, -3, 3})

ContourStyle — Directive[Blue, Thickness[0.01]],

PlotLabel — Style [Framed ["Cardioida: (22 + y2-2x)?==4(22 + y?)"],
28, Blue, Background — Lighter[Blue, 0.8]],

FrameStyle — Directive[Black, 20], GridLines — Automatic]

‘Cardioida; OC+Y?—2X)%==4(x%+Y?) ‘

| N\
x

/

/
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3.3.6  (* Astroida*)

ContourPlot|
Vet + Yyt ==1,
{z, 15,15}, {y, —1.5, 1.5},

ContourStyle — Directive[Blue, Thickness[0.01]],

PlotLabel — Style[

Framed ["Astroida: Vai+ Y2 ==1 "] , 24, Blue,

Background — Lighter|Blue, 0.8]],

FrameStyle — Directive[Black, 20], GridLines — Automatic,
AspectRatio — Automatic, PlotPoints — 300, ImageSize — 600]

Astroida:y X2 +v/ 2 =1

1.5F

1.0

0.5 /

N\

0.0

-05 \

/

-1.0

-15

-15 -1.0 -0.5

0.0

0.5

1.0 1‘.5
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3.3.7  (* Curba Scarabeu *) J

c=32;a=09;
ContourPlot|
4@+ 1?4+ )’ (22 4+ 1) — a? (22 — y?)’ == 0,
{z,-8,1.4}, {y, —5,5},
ContourStyle — Directive[Blue, Thickness[0.01]],
PlotLabel — Style|
Framed [Sca.rabeu 4@+ +ex) (P +P) —a? (a2 — )’ == 0] ,
24, Blue, Background — Lighter[Blue, 0.8]], GridLines — Automatic

‘Scarabeul: BC+Y? + C X )2(C+y? ) —a2(P—y? )2:0‘

. /7~ N\
T
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3.3.8  (* Curba morii de vant *) J
a=2;
ContourPlot|

(@2 + %) (a? — ?)* — 4da%2?y? ==,

{.’L‘, _5, 5}a {y, _5’ 5}a

ContourStyle — Directive[Blue, Thickness[0.01]],

PlotLabel — Style|

Framed ["Moara de vant: (22 + y?)? (2% — y?)2-4a22%y? ==0"], 28,
Blue, Background — Lighter[Blue, 0.8]], GridLines — Automatic

‘Moara de vant: (%+y? )2(x%—y? >~ 4a?x?y? =0

IS J

‘\\ ////l’

V4 N\
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3.3.9  (* Curba corola *)

a=1;
ContourPlot|

(@ +17)° =4y,
{z,-.8,.8},{y,—.8, .8},
ContourStyle — Directive[Blue, Thickness[0.01]],
PlotLabel — Style|
Framed ["Corola: (2% + y?)3 == 4a222y?"], 28, Blue,
Background — Lighter[Blue, 0.8]], GridLines — Automatic]

‘Corola: 0C+y? )% == 4a® xzyz‘

N

a

0.0

C
\
4
L

e

o

-0.5

0.0
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N
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3.4. COMANDA REGIONPLOT

3.4 Comanda RegionPlot

3.4.1  RegionPlot[pred, {x,a,b},{y,c,d}] J

vizualizeaza subdomeniul plan din dreptunghiul [a,b] X [c,d] pentru
care conditia “pred” este adevarata.

3.4.2  (* Exemplu RegionPlot *) J

RegionPlot [z +y* < 1, {x,-1.5,1.5},{y,-1.5,1.5},
BoundaryStyle — Directive[Blue, Thickness[0.004]],
PlotLabel — Style [Framed [Domeniul: z* + y* < 1],
24, Blue, Background— Lighter[Blue, 0.8]]]

Domeniul :x* + y* < 1

150 —]

0.5 b
0.0r- b
-0.5r b

-1.0r- b

] o R H S H T S B
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15
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3.4.3  (* Exemplu RegionPlot *) J

RegionPlot [(a:3 + y3)2 < 1,{z,—4,4},{y, —4,4},
BoundaryStyle — Directive[Blue, Thickness[0.004]],
PlotLabel — Style [Framed [Domeniul (@3 +98)° < 1] ,
24, Blue, Background — Lighter[Blue, 0.8]]]

Domeniul :(x° + y3)2 <1

4 1 1 7

—4 -2 0 2 4
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3.4.4  (* Exemplu RegionPlot *) J

RegionPlot [0.002 < (z — y)? < 1&& 0.002 < (z +y)? < 1,{z,—1,1},
{y, —1,1}, BoundaryStyle — Directive[Blue, Thickness[0.004]],
PlotLabel —

Style [Framed [Domeniul : 0.1 < (z —y)? <1 && 0.1 < (z +y)? < 1],
24, Blue, Background — Lighter[Blue, 0.8]], PlotPoints — 25]

Domeniul : 0.1< (x— y)> <1 A 0.1< (x+ y)? < 1‘
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3.5 Comanda Plot3D
Comanda Plot3D are sintaxa

3.5.1 Plot3D[f[z,y], {z,a,b}, {y,c,d}]

vizualizeaza graficul functiei f: [a,b] x [c,d] — R3.

3.5.2  (* Exemplu Plot3D - Conoid *)

Plot3DI[t/2 Sinp], {¢,0,3Pi}, {p,0,3Pi},
Boxed->False, Axes->False,
PlotPoints->{65, 65},
Background->GrayLevel[1.00], Mesh->False]
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3.6 Comanda ParametricPlot3D
Comanda ParametricPlot3D are sintaxa

3.6.1 ParametricPlot3D[{x(u,v),y(u,v),z(u,v)},{u,a,b},{v,c,}}]

Vizualizeaza suptafata cu reprezentarea parametrica

x = z(u,v)

S:qy = yluv) » uw€lab], veled.
z = z(u,v)

Exemplu
ParametricPlot3D[{z, y, 0}, {z, —1,1}, {y, -1, 1},
Boxed — False, Axes — False, Mesh — True,
MeshStyle — Directive[Gray],
PlotStyle — Directive[{ Opacity[0.75]}]]
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3.6.2  (* Astroid *) J

ParametricPlot3D[{(Cos[p|Cos[t])*3, 3(Cos[p]Sin[t])*3, 2Sin[p]*3},
{t, —Pi, Pi}, {p, —1.45,1.45},

Boxed->False, Axes->False, Mesh->False,
ViewPoint->{3, 4,4}]

POSDRU/56/1.2/S /32768 - 72 — Matematicd prin MATHEMATICA



3.6. COMANDA PARAMETRICPLOT3D

3.6.3  (* Cilindru *) J

ParametricPlot3D[{u, u"2/4, v}, {u, —10, 10}, {v, —25, 25},
Boxed — False, Axes — False, PlotPoints — {33, 33}
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3.6.4  (* Cilindru *) J

ParametricPlot3D[{Cos[u], Sin[u], v}, {u, —Pi, Pi}, {v, —1,1},
Boxed — False, Axes — False, PlotPoints — {65,25},
Background — GrayLevel[1.0]]
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3.6.5 (* Con *) J

ParametricPlot3D[{1uCos[v], 1uSin[v],u}, {u,-3,3}, {v,—m, 7},
Boxed — False,
Axes — False, PlotPoints — {41, 41}, Background — GrayLevel[1.0]]
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3.6.6  (* Conoid - “tub pasta” *) J

tubpasta = ParametricPlot3D[

{t * {Cos|¢)],Sin[@],4} + (1 —t) * {Cos[¢],0,0}},{t,0,1},
{#,0,2Pi}, Boxed — False, Axes — False, Mesh — False]
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3.6.7  (* Conoid - “tub pasta” - generatoare rectilinii*) J
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3.6.8  (* Elicoid *) J

ParametricPlot3D[{pCos[t], pSin[t], t}, {t, —P4i, 2Pi},
{p, —4,4}, Boxed — False, Axes — False, PlotPoints — {45, 37}
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3.6.9  (* Elipsoid 1* ) J

ParametricPlot3D[{Cos[p]Cos[t], 2/3Cos[p|Sin[t], 3/2Sin[p|},
{t,0,2Pi}, {p, —Pi/2, Pi/2},

Boxed->False, Axes->False,

Background->GrayLevel[1.0]]
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3.6.10 (* Elipsoid 2* ) J

a = ParametricPlot3D[{4Cos[p|Cos]t], 8Cos|p]Sin|[t], 5Sin[p] },
{t, —Pi, Pi}, {p, —Pi/2,Pi/2}, Boxed — False, Axes — False,
PlotPoints — {41,41}, Background — GrayLevel[0.3]]
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3.6.11 (* Semielipsoid *)

ParametricPlot3D|[

{21Cos[p]Cos]t], 35Cos|[p]Sin[t], 14Sin[p] },
{t,0,2Pi}, {p, —Pi/2, 0},

Boxed->False, Axes->False,
PlotPoints->{37, 17},
ViewPoint->{3,2,1},
Background->GrayLevel[1]]
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3.6.12 (* Hiperboloidul cu o panzi *) J

a = ParametricPlot3D[{Cos[t]Cosh[p], 2/3Sin[t]Cosh[p], 3/2Sinh[p|},
{t, —Pi, Pi}, {p, —Pi/2,Pi/2}, Boxed — False,
Axes — False, PlotPoints — {29, 9}, Background — GrayLevel[0.8]]
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3.7 Comanda RegionPlot3D
Sintaxa comenzii RegionPlot3D este

3.7.1 RegionPlot3D|[pred,{z, 1, x2}, {y,y1,¥2}, {z, 21, za}]

Ea vizualizeaza subdomeniul paralelipipedului [x1, o] X [y1, y2] X [21, 22]
in care “pred” este adevarat.

3.7.2  (* RegionPlot3D - Hiperboloidul cu o panza *) J

regplot = RegionPlot3D[z2 + 4% — @% <1,

{2‘, _3) 3}’ {y) _37 3}, {z7 _37 3})
Mesh->False, Boxed — False, Axes — False]

Analog obtinem:
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Generatoare hiperbolice ale hiperboloidului cu o panza
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Generatoare eliptice ale hiperboloidului cu o panza
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Generatoarele rectilinii ale hiperboloidului cu o panza
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3.7.3  (* Hiperboloidul cu doua panze*) J

ParametricPlot3D[{

{1/3((Sart[p"2 — 1] + p) — 1/(Sart[p"2 — 1] + p)) /2Cos]t],
((Sart[p*2 — 1] + p) — 1/(Sart[p"2 — 1] + p))/2Sin[t], p},
{1/3((Sart[p"2 — 1] + p) — 1/(Sart[p"2 — 1] + p)) /2Cos]t],
((Sart[p*2 — 1] + p) — 1/(Sart[p*2 — 1] + p))/2Sint], —p}},
{t, —Pi, Pi},{p, 1,5},

Boxed->False, Axes->False
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3.7.4  (* Paraboloidul eliptic *) J

ParametricPlot3D[{Sqrt[2p]Cos|t], 2/3Sqrt[2p]Sin[t], p},
{t, —Pi, Pi}, {p, 0,2}, Boxed — False, Axes — False,
PlotPoints — {29, 9}]
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3.7.5  (* Paraboloidul hiperbolic*) J

ParametricPlot3D[{(v — u)/2, (v + u)/2 * N[Sqrt[5]], uv/2},
{u, -2, 5}, {v, —3,4}, Boxed — False, Axes — False,
PlotPoints — {13,9}, ViewPoint — {2,2,2.5}]
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Generatoare rectilinii ale paraboloidului hiperbolic
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3.7.6  (* Tor *) J

ParametricPlot3D[{(3 + Cos[t])Cos[p], (3 + Cos[t])Sin[p], Sin[t]},
{t,0,2Pi}, {p, —4.7,0},
Boxed — False, Axes — False, ViewPoint — {1,1,1}]
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3.7.7  (* Tor 2%) J

ParametricPlot3D[{(1 + Cos[t])Cos[p], (1 + Cos[t])Sin[p], Sin[t]},
{t,0,2Pi}, {p, —2m, 0},

Boxed — False,

Axes — False, Mesh — False,

ViewPoint — {1,1,1}]
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3.7.8  (* Banda lui Moebius *) J

view = {0.5, —2,0.7}; m = 70; diamgen = 0.22; m2 = 70;

banda = ParametricPlot3D|

{ (6 + Cos[u] + vCos [%]) Cos[ul, 2 (5 + Sin[u] + vCos [%]) Sinu],
0.4Sin[4u] + vSin (%]}, {u,0,27}, {v,-2,2},

Boxed — False, Axes — False, PlotPoints — {145, 9},
ViewPoint — view];

liniemijloc = ParametricPlot3D[

{(6 + Cos[u])Cos[u], 2(5 + Sin[u])Sin[u], 0.4Sin[4u]},

{u, 0,27}, Boxed — False, Axes — False, PlotPoints — {145,9},
ViewPoint — view, PlotStyle — {Red, Thickness[0.007]},
ViewPoint — view];

Show[banda, liniemijloc]
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3.7.9  (* Semi Pseudosfera )* J

ParametricPlot3D[{Sech[u]Cos[v], Sech[u]Sin[v], u — Tanh[u]},
{u,—4,0},{v,0,2Pi},

PlotPoints — 201, Boxed — False, Axes — False, ImageSize — 500,
PlotStyle->Directive[{ Opacity[0.9], Orange}|,

Mesh — 16, MeshStyle — Directive[{ GrayLevel|.6], Thickness[.003]}],
PlotRange — Automatic]
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3.7.10 (* Pseudosfera )* J

ParametricPlot3D[{Sech[u]Cos[v], Sech[u]Sin[v], u — Tanh[u]},

{u, —4,4}, {v,0, 2Pi},

PlotPoints — 201, Boxed — False, Axes — False, ImageSize — 500,
PlotStyle->Directive[{ Opacity[0.9]}],

Mesh — 16, MeshStyle — Directive[{ GrayLevel|.6], Thickness[.003]}],
PlotRange — Automatic]
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3.8 Calcul volume corpuri

Vom da ca exemplu calculul volumul corpului obtinut prin intersectia
cilindrilor:

Czy:x2+y2§R2, Cyzzy2+22§R2, Cp: 22+ 22 < R?,

Folosind comenzile ContourPlot3D si RegionPlot3D, obtinem
graficele de pe pagina urmatoare:
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C.o Coy NCy. NChy
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Calculam volumul unei saisprezecimi de corp.

z

15 Coy N Cy: N Cip

Trecand la coordonate sferice, obtinem

16];)"/4 (foR R2 — p? Cos[02pdp) dé

8(2—v2) (RY)"?

sau folosim o metoda generala

FullSimplify[

IR ( IR ( S Boole [a? + 42 < R? && y* + 2% < R? && 2* + 22 < R?|
dz)dy)dz, R > 0]

~8(~2+v2) (R
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3.9 Aplicatii MATHEMATICA la vizualizarea

conicelor

Consideram un con

Prin intersectia conului cu diferite plane se obtin conice.
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Daca intersectam
conul cu un
plan  neparalel cu
inaltimea, sau cu o
generatoare, obtinem

O

o elipsa.
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Daca intersectam
conul cu un plan
paralel cu 1naltimea,
obtinem o

hiperbola.
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Daca intersectam
conul cu un plan par-
alel cu o generatoare,
obtinem o

parabola.
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3.9.1  (* Plane osculatoare, normale si rectifiante la elice)j‘

Planele osculatoare, normale gi rectifiante la elicea

(cost,sint,0.2 1), te[—2,3].

mai exact, patrate construite pe versorii

tangentei, normalei gi binormalei.
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3.9.2  (* Triedrul lui Frenet la elice)* J

Planele triedrului lui Frenet al elicei

(cost,sint, 0.2 t), te[-2,3].
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3.9.3  (* Corpului lui Viviani *) J

Corpul lui Viviani se obtine prin decuparea unui cilindru dintr-o sfera

2 2
V:(z—g) +y2§(§> ., P4y + <R

Vizualizarea se face folosind comenzile RegionPlot3D i
ParametricPlot3D.
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3.9.4  (* Saua maimutei *) J

u0 = —1.8;ul =1.8;v0 = —-1.8;vl = 1.8;

sauamaimutei = ParametricPlot3D [{u, v, u3 — uv?}, {u,u0,ul},
{v,v0,v1}, Boxed — False, Axes — False, Mesh — True,
MeshStyle — Directive[Gray], Background — GrayLevel[.§],
PlotStyle — Directive[{Opacity[1]}], ViewPoint — {1, 1, 4}];
curbaU = ParametricPlot3D [{u, 0,43}, {u,u0 + 0.1,ul — 0.02},
Boxed — False, Axes — False,

PlotStyle — Directive[{ Green, Thickness[.02]}],

Background — GrayLevel[.7], ViewPoint — {1,1,1}];

curbaV = ParametricPlot3D[{0, v, +0.01}, {v, v0 + 0.04,v1 — 0.04},
Boxed — False, Axes — False,

PlotStyle — Directive[{ Yellow, Thickness[.02]}],

Background — GrayLevel[.7], ViewPoint — {2, 2, 3}];
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4.1 Comanda RGBColor

4.1.1  RGBColor[“rosu”, “verde”, “albastru”, “opacitate”]J

unde parametri “rosu”, “verde”, “albastru”, “opacitate” iau valori in
intervalul [0, 1].

4.2 Comanda CMYKColor

4.2.1  CMYKColor[‘cyan”, “magenta”, “ycllow”, “black”y

unde parametri “cyan”, “magenta’, “yellow”, “black” si eventual,

“opacitate” iau valori in intervalul [0, 1].
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(* Exemple: *)

Graphics[{RGBColor([1, 0, 0], Disk[] }]

Graphics[{RGBColor[0, 1, 0], Disk[] }]

Graphics[{RGBColor[0, 0, 1], Disk[] }]
Graphics[{

{RGBColor([1,0,0, .2], Disk[{0, 0}]},
{RGBColor([1,0,0, .4], Disk[{0.4,0}]},
{RGBColor[1,0,0,.7], Disk[{0.8, 0}]} }, ImageSize — 1000]
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Show[Graphics[{

Text[Style["Cyan", 40, Bold, CMYKColor[1, 0, 0, 0]], {0, 0}],
Text[Style["Magenta", 40, Bold, CMYKColor|0, 1, 0, 0]], {15, 5},
Text[Style[" Yellow", 40, Bold, CMYKColor[0, 0, 1, 0], {30, 10}],
Text[Style["Black", 40, Bold, CMYKColor[0, 0, 0, 1]], {40, 15}]}]]

Black
Magenta

Prezentam, in continuare, tabele de culorile RGB, dupa modelul

urmator.

j RGBColorl[i,j,k]
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Table[GraphicsGrid[Table|

If[j == — 2&&k==— .2,i" (=1i)",
Iflk ==—2,5"(=j)"
If[i == _.2’kn( =k )ll’

Graphics[{RGBColor([t, j, k], Rectangle[] }]]]],
{j,—.2,1,.2}, {k, —.2, 1,.2}], ImageSize — 700], {,0, 1, .2}];

0.(1) 0.(k) 0.2(k) 0.4(k) 0.6(k) 0.8(k) 1.(k)

- A
-
-
-
- N
N

RGBColor|[ 0, j, k]
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0.2(i) 0.(k) 0.2(k) 0.4(k) 0.6(k) 0.8(k) 1.(k)

g | | [

-

-

-

o |
_

1.4

RGBColor| .2, j, k]
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0.4(i) 0.(k) 0.2(k) 0.4(k) 0.6(k) 0.8(k) 1.(k)

- A
- A
-
-
-

1.4

RGBColor| 4 , j, k]
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0.6(i) 0.(k) 0.2(k) 0.4(k) 0.6(k) 0.8(k) 1.(k)

- A
-
-
-
-

1.4

RGBColor| .6 , j, k]

POSDRU/56/1.2/S/32768 - 113 — Matematici prin MATHEMATICA



4. CULORI IN MATHEMATICA

0.8(i) 0.(k) 0.2(k) 0.4(k) 0.6(k) 0.8(k) 1.(k)

g | | [ |
-
-
-

0.8())

EN())

RGBColor| .8 , j, K]
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1.()) 0.(k) 0.2(k) 0.4(k) 0.6(k) 0.8(k) 1.(k)

- A
-
-
.

0.8())

EN())

RGBColor[ 1, j, K]
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h=0.1;
Graphics|[Table[{RGBColor[z, j, 0], Rectangle[{%, 5}, {1, 1}]}, {¢,0, 1, h},
{4,0,1,h}]]

h =0.01;
Graphics|[Table[{RGBColor|i, 7, 0], Rectangle[{s, j}, {1,1}]}, {¢,0, 1, h},
{3,0,1, h}]]
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h=0.1;
GraphicsGrid[Table[Graphics[ { RGBColor[z, j, 0], Rectangle[{%, j }]},
{iJ 07 ]‘7 h}’ {j’ 07 ]‘, h}]]

h=0.1;
GraphicsGrid[Table[Graphics[{RGBColot[i, j, 1], Rectangle[{3, 1}]}],
{,0,1,h},{4,0,1,h}]]
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h = .25;

Graphics3D|

Table[{RGBColor[{3, , k}], Cuboid[{s, j, k}, {, j, k} + h.7{1,1,1}]},
{i,0,1,A},{4,0,1,h}, {k,0,1, h}], Boxed — False]
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Analog obtinem semisfera
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Vectori si matrice

5.1 Operatii cu vectori si matrice

Spatiul vectorilor geometrici tridimensionali, R?, este alcituit din
triplete ordonate de numere reale. Prin generalizare, R" este alcatuit

din sistemele ordonate de n numere reale
= (T1,...,%,), cuz; €R.

Acestea reprezinta vectori reali n-dimensionali.

Conventie:
Vectorii vor fi simbolizati prin caractere ingrosate, in timp ce pentru

scalari se vor utiliza caractere simple.
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Pentru fiecare n € N*, vectorii reali n-dimensionali se aduna intre ei si

se iInmultesc cu numere reale componenta cu componenta:
z+y=(r1+y1, -, Tn +Yn), ax=(axq,...,QT,).

Cele doua operatii prezentate mai sus definesc in R™ o structura alge-

brica de spatiu vectorial real.

Comentariu:

In Mathematica (prescurtat “M”), un sistem ordonat de elemente (nu-
mere, simboluri etc.) reprezinta o listd. Astfel, vectorul tridimensional
v=(1,2,3) vafi

v = List[1,2, 3]

{1,2,3}

Similar, matricea

cu care, inmultind vectorul tridimensional v, acesta se va roti cu 90° in

jurul axei Oz3 In sens direct, reprezinta tot o lista gi anume,
R =List[{0,—1,0},{1,0,0},{0,0,1}]

{{0,-1,0},{1,0,0},{0,0,1}}
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Rotitul lui v va fi atunci produsul matriceal (operatie notata cu punct)
Rw

{-2,1,3}

Sa observam ca lista-vector v joaca aici rol de matrice-coloana, dar ea

poate juca si rol de matrice-linie cand facem produsul

v.R

{2,-1,3}

5.2 Operatii elementare cu vectori. Discutarea si

rezolvarea unui sistem liniar

Sa consieram o matrice A,,x, $i urmatoarele trei tipuri de operatii -

numite elementare - cu liniile sale:

O1) permutarea a doua linii;

02) inmultirea unei linii cu un numéar nenul;

03) scaderea unei linii, iInmultitd cu un numaér, din alta linie.

Orice secventa de operatii elementare este considerata la randul sau
operatie elementara. Pentru efectuarea unei astfel de operatii in “M”,
definim comanda Opelem[A][i, j][k], unde A este matrice, i si j sunt
intregi pozitivi, iar k este un intreg. Aceasta comanda actioneaza in

felul urmator:

e pentru k < 0, permuta liniile ¢ si 7 din A;
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e pentru k = 0, imparte linia ¢ la a;;, daca a;; # 0;

e pentru k > 0, scade din linia j linia ¢ a lui A amplificata cu a;;/a;,
daca ay, # 0.

Opelem[A_/;MatrixQ[A]][i_/; IntegerQ[i]&&i > 0,
j-/; IntegerQ[jl&&j > 0][k-/; IntegerQ[K|] :=
Block[{a = A},Whichk < 0,a[[{1, j}]] = a[[{j, i}]],k == 0&&a][[1, j]] # O,

al[i]] = a[[i]]/a[[i, j]], k == 0&&eal[i, j]] == 0,
Print[“elementull’, i, “,”,j, “] = 0”],k > 0&&a][[i, k]| # 0,
al[j]] = all3]] — a[[i]] * a[[3,k]]/a[[1, k]],a[[i, k]] == 0,
Print[“elementul[’, i, “,”. k, “| = 0”]];

Aplicatie

Ca prima aplicatie, prezentam una dintre cele mai eficiente metode de
a stabili compatibilitatea si apoi de a gasi solutiile unui sistem liniar

neomogen. Sistemul liniar analizat aici are matricea extinsa

s fiind un parametru. Vom cauta valorile lui s pentru care sistemul are

solutii, iar apoi vom determina respectivele solutii.
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Rezolvare
Prin operatii elementare efectuate cu ajutorul comenzii Opelem,
aducem matricea A la forma redusa pe linii, forma ce se caracterizeaza
prin proprietatea: fiecare linie a matricei, de la a doua in jos, incepe
cu mat multe zerouri decat linia precedenta, existand si posibilitatea ca
ultimele linii sa fie nule.
Intrucat operatiile elementare modifica matricea extinsa, dar nu
modificd multimea (posibil vidd) a solutiilor sistemului, vom trans-
fera discutarea compatibilitatii sale gi determinarea eventualelor solutii,
la sistemul echivalent avand matricea redusa pe linii. lata un sir de
operatii elementare ce realizeaza forma redusa pe linii pentru matricea
A:

A; = Opelem[A][1, 2][1]; A;//MatrixForm

A, = Opelem[A][1, 3][1]; A/ /MatrixForm
13 2 1 4
00 =51 —8+s

00 =51 =7
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A; = Opelem[A;,][1,4][1]; A3/ /MatrixForm

0 0 -5 1 —8+s

0 0 -5 1 -7

0 -1 -20 =3

0 0 -5 1 —8+s

As = Opelem[A4][3, 4|[3]; As//MatrixForm

0 0 -5 1 -7

0 0 0 0 —1+s

Conditia de compatibilitate a sistemului obtinut, deci i a celui dat,
poate fi acum descoperita observand ca ultima ecuatie are, de fapt,
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forma
0=—-1+s.

Daca s # 1, atunci ultima ecuatie, deci gi intreg sistemul, vor fi in-
compatibile. Dar daca s = 1, atunci sistemul se reduce la primele trei
ecuatii.

Ultima ecuatie, —bx3 + x4 = —7, are doua necunoscute, deci este
nedeterminatd. Alegand pe x, ca parametru, deci un numar real cunos-
cut dar neprecizat (x4 € R), el trece In membrii drepti ai tuturor

ecuatiilor, iar sistemul capata forma

{E1+3$2+2I3:4—{L’4
—l‘2—2$3 =-3
T3y = (7+I4)/5

si un algoritm simplu, cunoscut sub numele de substitutii regresive, ne

permite gasirea tuturor solutiilor sale; in acest caz - o infinitate:
I: 3 din ultima ecuatie este inlocuit in precedentele si se obtine xs;
IT: z5 din penultima ecuatie este inlocuit in prima si se obtine xy.

In general, dupa alegerea gi trecerea parametrilor in membrii drepti,
sistemul superior triunghiular® astfel obtinut se rezolva incepand de la
ultima ecuatie si ultima necunoscuta pana la prima ecuatie gi prima

necunoscuta prin acest procedeu regresiv.

10 matrice m x m este superior triunghiulars daci elementele aflate sub diagonala sa
sunt nule. Un sistem liniar cu m ecuatii §i m necunoscute este superior triunghiular daca
are matricea de acest tip.
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5.3 Rangul si forma canonica (redusa) pe linii a

unei matrice m xn

Discutarea gi rezolvarea sistemelor liniare este, desigur, un subiect im-
portant si la care, de altfel, vom reveni. Dar problematica pe care o
deschide tine de cadrul mai general al spatiilor vectoriale. In aceasti
perspectiva, extindem discutia la matricele dreptunghiulare si reduce-

rea lor prin operatii elementare aplicate liniilor.

Exemplu

-2 4 -3 -1 =2
A, = Opelem[A|[1, 2][1];A;//MatrixForm
1 -2 3 2 4

0 0 -5 -5 —6

-2 4 -3 -1 =2

A, = Opelem[A4][1, 3|[1]; A2/ /MatrixForm
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0 0 -5 -5 -6

0 0 -5 -5 -6

00 0 o0 2

In cazul de fata, matricea As, o forma redusa pe linii pentru matricea A,
nu contine linii nule. Primul element nenul al fiecarei linii (nenule) se
numeste pivot. Aici pivotii sunt: 1, -5 gi 12/5. Numarul pivotilor este
egal cu ceea ce se numegte de obicei rangul matricei. Aici, rang (Az) = 3.
La aceasta matrice, pivotii sunt agezati in coloanele 1, 3 i 5. Tre-
buie spus ca si rang(A) = 3, deoarece o matrice obtinutd din alta prin

operatii elementare are acelasi rang cu ea.

Rangul este o caracteristica a oricarei matrice, dar el nu se poate
citi direct decat in cazuri speciale, cum este cel al matricei reduse pe
linii. Aducerea unei matrice prin operatii elementare la forma redusa
pe linii este, poate, cea mai simpla dintre metodele de determinare a
rangului. Dar forma redusa pe linii a unei matrice nu este cea mai
simpla forma obtinuta prin operatii elementare. In exemplul conside-

rat, plecand de la matricea Az, putem continua operatiile elementare
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dupa cum urmeaza:

A, = Opelem[A;][3, 2][5]; Ay//MatrixForm

Precum se observa, incepand cu pivotul 12/5, am anulat prin operatia
elementara O3 elementele aflate deasupra lui. Apoi am repetat aceeasi

operatie cu pivotul —5 din a treia coloana. In final, impartim fiecare
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linie la pivotul sau prin operatia O2:

A, = Opelem[Aq][2, 3][0]; A7/ /MatrixForm

o
o
o
o

Siie

Ag = Opelem[A;][3, 5][0]; Ag//MatrixForm

Am ajuns la o noua forma redusa pe linii a matricei A din acest exemplu,
forma pe care o vom numi forma canonicd (redusda) pe linii. Ea are toti
pivotii 1 si 0 in restul coloanei acestora. O matrice A are, in general, o
infinitate de forme reduse pe linii, dar o singurd forma canonica redusa
pe linii. In “M”, comanda RowReduce aplicati oricirei matrice produce
forma sa canonica redusa pe linii:

RowReduce[A]//MatrixForm
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0 0 0 0 1
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Subspatii vectoriale in R”

6.1 Subspatiile fundamentale ale matricei reale

mXn

6.1.1 Subspatiul coloanelor

Exemplu
Sa consideram sistemul liniar Az = b urmator, alcatuit din trei ecuatii

cu trei necunoscute si termeni liberi neprecizati:

$1+2I2+l’3:b1
21’1+3I2+1’3:b2
511+6L2+lg:b3
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Aplicam operatii elementare matricei extinse

121 h

A=12 31 b

5 6 1 by

pentru a o aduce la forma redusa pe linii:

Opelem[A][1, 2][1]//MatrixForm

1 2 1 by
0 —1 —1 —2b;+10

5 6 1 bs

Opelem[%][1, 3][1]//MatrixForm!

1 2 1 by
0 —1 —1 —2b,+by

0 —4 —4 —5b;+b3

Opelem[%][2, 3][2]//MatrixForm//Simplify

In?M”: % reprezinti rezultatul ultimei operatii; aici matricea obtinuts din A in urma
primei operatii elementare
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1 2 1 by
0 -1 -1 —2b; + by
0 0 0 3by—4by+bs

Similar cazului intalnit in §5.2, gi aici ultima relatie a sistemului obtinut

are forma

0 = 3b; — 4by + bs.

Ea reprezinta insasi conditia pe care vectorul b € R? trebuie si o satis-
facd pentru compatibilitate. Intrucat relatia dintre coordonatele b; este
liniard gi omogena, vectorul b care o satisface se va afla intr-un plan ce
trece prin origine. Acest plan este format dintr-o infinitate de vectori
ce pleaca din origine. Din punct de vedere algebric, el reprezinta un
subspatiu al spatiului vectorial R?, deoarece satisface urmatoarele trei
conditji:

SS1) Este o submultime nevida a spatiului R?.
SS2) Odata cu orice doi vectori ai sdi contine si suma lor.

SS3) Odata cu orice vector al sdu contine gi produsele lui cu toti scalarii

reali.
Observatii:

1) Cele trei conditii de mai sus definesc notiunea generald de
subspatiu al unui spatiu vectorial. Ele au drept consecinta faptul
ca submultimea respectiva este la randul sau un spatiu vectorial

in raport cu operatiile de adunare si Inmultire cu scalari.
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2) Planul vectorilor b € R? pentru care sistemul liniar din exem-
plu este compatibil depinde de matricea A a acestuia, se va numi
subspatiul coloanelor sau imaginea lui A gi va fi notat Im(A). Pen-
tru cazul general, vedeti observatia 5.

3) Intrucat compatibilitatea se exprima vectorial sub forma
Jz cR®: Az = b,
iar, pe de altd parte (exercitiul 7(1)),
Axr = r1a1 + 2209 + 1303,
unde a; sunt coloanele lui A, vom reformula aceasta conditie astfel:
Criteriul de compatibilitate a sistemului Az = b

Sistemul liniar neomogen Az = b, cu A matrice m X n, este com-

patibil exact atunci cand b este combinatie liniara a coloanelor

lui A.
4) Numim combinatie liniara a vectorilor vy, ..., v, € R™ cu scalarii
Ty,..., T, € Rvectorul Y I | zw;.

5) Multimea acestor combinatii, cand vectorii sunt fixati iar scalarii
parcurg R, alcatuiesc subspatiul vectorial al lui R™ generat de
vy,...,0,. Cand acesti vectori sunt coloanele lui A, acesta este
subspatiul coloanelor sale (sau imaginea sa) notat Im(4), iar cri-

teriul de compatibilitate capata forma condensata
(Fz eR®: Az =b) < b e Im(a)

6) Subspatiul coloanelor lui A poate fi exprimat ca multime sub
forma
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Im() = {Az |z € R*}.

Conditia de compatibilitate se poate testa in “M” combinand co-
manda LinearSolvel[A,b], care da, in caz de compatibilitate, o solutie

a sistemului Az = b, si comenzile MatrixQ si VectorQ:

Compatibil[A_/;MatrixQ[A],b_/;VectorQ[b]] :=
VectorQ[LinearSolve[A, bl]

Exemplu
Verificdim pentru care dintre urmatorii termeni liberi sistemul Az = b
este compatibil:

3 1 4
b=1{1,2,1}
c=1{2,1,2}
d={1,1,2}

Compatibil[A,b]

True

fiindca
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1 1
5&1—509 =b.

Compatibil[A,c]
False
Compatibil[A,d]

False

Vectorul-linie d nu apartine subspatiului Im(A). De fapt, el apartine

subspatiului liniilor matricei A.

6.1.2 Subspatiul liniilor

Exemplu

Subspatiul liniilor lui A este, ca si in cazul subspatiului coloanelor,

multimea tuturor combinatiilor liniare cu liniile lui A: a',a?,a® si toti
. .. . 3 PN L e e .

coeficientii reali x;: >, ; = x;a’. Intrucat liniile lui A sunt coloanele

transpusei AT acest subspatiu se va nota Im(AT).
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Proprietate

Cele trei operatii elementare cu liniile lui A nu altereaza, ca multime,
subspatiul liniilor sale. Mai precis exprimat, daca A; este obtinuta din
A prin oricare din cele trei operatii elementare cu liniile sale, atunci
Im(AT) = Im(AT) — exercitiul 8.1.b.

Sa aducem prin operatii elementare matricea A la o forma redusa pe
linii:

A; = Opelem[A][1,2][1]; A,/ /MatrixForm

A; = Opelem[A,][2, 3|[3]; As//MatrixForm
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Conform proprietatii enuntate mai sus,
Im(A") = Im(AT) = Im(A) = Im(a}).

Asgadar, spatiul liniilor lui A este alcatuit din combinatiile liniare ale
celor doud linii nenule din Az, a} si a3, cu toti coeficientii reali z i zo:

25:1 a5,

Vectori liniar independenti

Despre cele doud linii nenule ale matricei A, a} si a3, se spune cd
genereazd spatiul Im(AT). Dar ele mai au o proprietate importanta:
niciuna nu este o combinafie liniarda a celeilalte. Cu alte cuvinte, nici-
una nu apartine subspatiului generat de cealaltd. Se mai spune c& a3 si
a? sunt liniar independente.

Verificarea independentei liniare se poate face in diverse moduri.
In cazul vectorilor-linie ai unei matrice m x n, conditia este ca ran-
gul acesteia sa fie m; ceea ce iIn “M” se exprima prin comanda-test:
MatrixRank[A] ==m. $i, intr-adevar, avand doi pivoti, rang(A) = 2.
Intrucat cu o singura linie nu se poate genera intregul subspatiu
Im(AL), rezultd ca 2 este numdrul minim de generatori pentru acest
subspatiu. Este ceea ce se numeste dimensiunea sa: dim Im(AL) = 2.

Privind acum spatiul coloanelor lui A3, constatam ca toti vectorii

sai - combinatii liniare ale celor cinci coloane din Az - au zerouri pe
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ultima pozitie. Nu este greu de observat ca un sistem liniar 3 X 2 cu
matricea formata din coloanele 1 gi 3 din A3 si, ca termen liber, orice
vector din R? cu ultima componentd nuld, este compatibil (exercitiul
2.2). In consecinta, cele doud coloane cu pivot genereaza Im(AD). In
plus, cititorul poate verifica gi faptul ca sunt liniar independente.

Am ajuns asadar la cateva concluzii importante referitoare la
subspatiile Im(A3) si Im(AT):

1) dim Im(A3) = dim Im(A) = rang(A3) = rang(A)

2) Coloanele cu pivot, respectiv liniile cu pivot din A3 genereaza
spatiul Im(A3), respectiv Im(Al), avand fiecare numarul minim

de generatori.

Baza

Se numeste bazd a unui spatiu (subspatiu) vectorial orice sistem de gen-

eratori ai sai care sunt liniar independent;i.

Asadar coloanele, respectiv liniile cu pivot din As reprezinta baze
in aceste subspatii. Pentru matricea A, o bazd in Im(A%) este baza si
in Im(AT) | deoarece aceste subspatii coincid. Dar Im(A3) # Im(A),
deoarece toti vectorii primului subspatiu au zero pe ultima pozitie, deci

regula de alegere a bazei in Im(A) este alta.

Regula pentru alegerea bazei in Im(A)
O bazd in Im(A) este alcatuita din acele coloane ale matricei A care
corespund coloanelor cu pivot din forma redusa pe linii Az a lui A .

Intrucat pivotii matricei Az se afla in coloanele 1 gi 3, baza in Im(A)
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va fi alcatuita din coloanele

1 3
2 , 1
-1 2

6.1.3 Nucleul matricei

Plecam de la aceeasi matrice

Definitie
Nucleul lui A, notat N(4), este multimea tuturor solutiilor sistemului

liniar si omogen Az = 0. Ca multime, el se poate exprima gi sub forma
{z e R° | Az = 0}.

Pentru a descoperi un sistem de generatori ai sai, trebuie exprimate
aceste solutii sub forma unor combinatii liniare de solutii fixate. In

acest scop, plecam de la sistemul echivalent avand matricea redusa pe
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linii

As=10 0 -5 5 =5

Algoritmul substitutii regresive (conf. §5.2): din ultima ecuatie ex-
tragem x3 = x4 — x5, iar din prima ecuatie x, = 2z5 — 214 — x5. Orice

vector b-dimensional are forma
vect5 := Table[x;, {i,5}]

Inlocuim in el necunoscutele z; si o3 cu ajutorul parametrilor zo, x4 si
x5, obtinand astfel solutia generald omogend (notatd sgo) a sistemului
algebric Az = 0:

sgo = vect5/ {x;— > 2%y — 2%X4 — X5,X3— > X4 — Xs}

{2X2 — 2X4 — X5, X2, X4 — X5, X4, Xs}

Aceasta, la randul ei, se descompune in combinatia liniara a trei solutii
particulare omogene - cate una pentru fiecare parametru - continand
in fiecare componenta coeficientul parametrului respectiv. Construim

in “M” matricea lor (notatd msgo) procedand astfel:

msgo = {Coefficient[sgo, x,],

Coefficient[sgo,x,],Coefficient|[sgo, xs]}

{{2,1,0,0,0},{—2,0,1,1,0},{—1,0,—1,0,1}}

POSDRU/56/1.2/S/32768 — 145 — Matematici prin MATHEMATICA



6. SUBSPATII VECTORIALE IN R™

Ea are rangul

MatrixRank[msgo]
3

Intrucat orice solutie a sistemului omogen dat este combinatie liniara de
aceste solutii particulare, rezulta ca ele genereaza intregul nucleu. Ran-
gul matricei lor fiind egal cu numarul lor, ei sunt liniar independent;i,
deci alcatuiesc o baza pentru N(A).

Concluzii:

1) Nucleul lui A, matrice reald m X n, este un subspatiu al lui R™
avand

dim N(A) = numarul parametrilor = n — rang(4).

2) O baza a sa se poate obtine fie rezolvand sistemul Az = 0 si scriind
solutia generala sub forma descompusa de mai sus, fie aplicand
“M”-comanda NullSpace[A]; in cazul matricei date,

1 -2 3 -1 4

NullSpace 2 41 3 3

{{_17 07 _1a 07 1}7 {_27 07 17 17 0}7 {2a 1; 07 07 O}}

3) Solutia generald a unui sistem liniar i neomogen compatibil
Ax = b, unde A este o matrice m x n al cérei subspatiu N(A)
nu se reduce la vectorul nul, este alcatuita dintr-o infinitate de

vectori depinzand de n — rang(A) parametri. Ea se descompune

POSDRU/56/1.2/S/32768 — 146 — Matematici prin MATHEMATICA



6.1. SUBSPATIILE FUNDAMENTALE ALE MATRICEI REALE m x n

in suma dintre o solutie particulara neomogena si solutia generala
omogena. Prima dintre acestea doua poate fi obtinuta cu “M”-
comanda LinearSolve[A,b], iar a doua - fie utilizand metoda
descrisa in acest paragraf, fie “M”-comanda NullSpace[A].

Exemplu
In cazul matricei de mai sus,

solutia generala pentru sistemul neomogen cu termen liber
b= (4,-7,11),

este
solpart = LinearSolve|A,b]
{_57 0,3,0, O}

iar solutia generala neomogena este
solpart + sgo

{—5 + 2%y — 2x4 — X5, X9, 3 + X4 — X5, Xy, Xs}
Alci,
sgo = {x2, X4, X5 }.NullSpace[A]
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Observatie:

Daca nu stim care sunt necunoscutele-parametri, putem utiliza orice
vector avand lungimea: numdar de necunoscute (sau de coloane)
— rang(A) = dim N(4).

6.2 Incluziunea si egalitatea de subspatii

Subspatiile lui R™ sunt multimi infinite de vectori. Pentru a verifica
incluziunea intre dous astfel de multimi? trebuie s& plecim de la dou#
sisteme finite de generatori ale lor, iar apoi si aratdm ca generatorii
spatiului mai mic sunt combinatii liniare ale generatorilor celui mai
mare. In felul acesta, fiecare combinatie liniara cu generatorii spatiului
mai mic va fi gi una cu generatorii spatiului mai mare, iar incluziunea

devine evidenta.

Exemplu

Pentru a verifica incluziunea Im(A.B) C Im(4), unde

1 2
1 -1
A= 2 3 , B= )
-1 1
11

trebuie sa plecam de la sisteme de generatori pentru Im(A.B) i Im(A).

2In acest caz, incluziunea este o relatie referitoare la subspatii si se va nota cu simbolul
C.
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Acestea sunt coloanele celor doua matrice. Intrucat

-1 1
AB=1|[ -1 1 [
0 0

ramane de aratat ca fiecare din cele doud coloane ale lui A.B este
combinatie liniara a coloanelor lui A; deci, conform criteriului din 6.1.1,
ca sistemele

—1 1
Ax=| 1|, Ax=] 1
0 0

sunt compatibile. Verificati acest fapt!

Observatie:
“M”-comanda LinearSolve[A, B] produce, in caz de compatibilitate, o
solutie matriceala X a ecuatiei A.X = B.

Exemplu

4 2 6 1 -2
X = LinearSolve 3 -1 21,1 2 1 ;X//MatrixForm
3 1 4 1 -1
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3 O
_% -1
0 0

4 2 6 1 2
LinearSolve 3 -1 2 ) 2 1 ;
3 1 4 1 -1

LinearSolve::nosol: Linear equation encountered that has no solution. >

Combinand aceasta comanda cu cea care testeaza daca rezultatul este
o matrice, MatrixQ[X], obtinem un test de verificare a compatibilitatii
sistemului A.X =B. Acest test verifica insasi conditia de exprimare
a coloanelor lui B drept combinatii liniare ale coloanelor lui A, adica
testeaza incluziunea de subspatii Im(B) c Im(A):

SubspatiuQ[B_/;MatrixQ[B],A_/;MatrixQ[A]] :=
MatrixQ[LinearSolve[A, Bl
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1 -2 4 2 6
SubspatiuQ 2 1 3 -1 2
1 -1 3 1 4
True
4 2 6 1 2
SubspatiuQ 3 -1 21512 1
3 1 4 1 -1

LinearSolve::nosol: Linear equation encountered that has no solution. >

False

Consecinta:

Cupland cele doud incluziuni de subspatii: Im(B) c Im(A) si Im(A) c
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Im(B) obtinem conditia de egalitate a doua subspatii:

SubspatiuQ 2 1

1 -1 3 1 4

4 2 6 1 -2
SubspatiuQ 3 -1 211,12 1

3 1 4 1 -1

True

6.3 Suma si intersectia a doua subspatii

Daca Sy si S5 sunt subspatii in R", cu ele putem construi alte doua

subspatii gi anume:

1) Suma S;+ S alcdtuita din totalitatea sumelor 1+, cuz; € Sy
Sixy € So.

2) Intersectia Sy N Sy alcatuitd din toti vectorii lui R™ aflati in am-
bele subspatii.
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Observatii:

1) Cititorul va putea verifica In améandoud cazurile indeplinirea
conditiei de subspatiu gi anume ca, pentru oricare doi vectori x
si ¥y apartinand multimii astfel definite si orice doi scalari « si 3,
combinatia liniara ax + [y se gaseste si ea in aceeagi multime.

2) De asemenea, sd observdm ca atdt suma cat gi intersectia de
subspatii sunt newvide, deoarece contin vectorul nul din R™.
Explicati!

3) Daca dispunem de sisteme de generatori pentru fiecare din cele
doua subspatii, atunci reuniunea acestor sisteme va constitui un
sistem de generatori ai subspatiului suma. In cazul intersectiei,

problema nu se rezolva la fel de simplu.

Exemplu
Pentru a urmari concret o metoda de construire a bazelor in suma si
intersectia subspatiilor V' si W din R", presupunem ca generatorii lor

sunt respectiv coloanele matricelor

1 -2 2 -1 1 21
A= 2 4 -1 1 , B=1110
1 -2 2 -1 1 2 2
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Pasul I. Determinam baze in Im(A) si Im(B), conform metodei expli-
cate In partea finala a §6.1.2, gi obtinem coloanele matricelor

1 2 1 21
A= —2 1 B=1]1110
1 2 12 2

Pasul II. Reunim cele doua baze intr-o singura matrice, pe care o

aducem la forma canonica pe linii

F = Join[A,, B, 2]; RowReduce[F|//MatrixForm

10 -1 -30

Pasul III. Coloanele lui F corespunzatoare pivotilor din forma canonica
(prima, a doua gi a cincea) determind baza in Im(A) + Im(B). Cele-
lalte doud coloane din F (a treia si a patra) sunt combinatii liniare ale
primelor doud coloane, aga cum rezulta din forma canonica. Mali precis,

au loc relatiile

d 4
fs=F—fi, fa=gf—3h

Observam ca membrii stangi sunt vectori din baza lui Sy, In timp ce
in membrii drepti sunt vectori din baza lui S;. Am obtinut asadar doi
vectori liniar independenti aflati in intersectia celor doua subspatii. Ei
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alcituiesc baza acestui subspatiu®.

Observatii (continuare):

4)

Utilizand notiuni de geometrie din capitolul 8 vom putea obtine
mai usor si direct bazele sumei si intersectiei celor doua subspatii

(conform exercitiului 9).

Definitiile sumei si intersectiei a doua subspatii se pot extinde
la mai multe subspatii. La fel, se pot generaliza si algoritmii de

determinare a bazelor lor.

Un caz important apare atunci cand intersectia celor doua
subspatii se reduce la vectorul nul. Intr-o astfel de situatie, fiecare
vector x € V+W are o singura descompunere x = v+w, cuv € V.
si w € W. Suma celor doua subspatii se numeste in acest caz di-
rectd. Tot In acest caz, atunci cand dim(V + W) = n, rezulta
ca fiecare vector £ € R™ se descompune in mod unic In suma
r=v+tw.

3Explicatia acestei concluzii rezidi intr-o teoremi care afirmi ci dim V 4 dim W =
dim(V 4+ W) + dim(V N W). Intrucat suma din membrul stang al relatiei este in cazul de
fatd 5, iar dim(V 4+ W) = 3, rezultd c& dim(V NW) = 2, cei doi vectori liniar independent;i
din intersectie fiind chiar o baza a sa.
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Dependenta si independenta liniara in spatiul vectorial R"

Vom trece la o generalizare a notiunilor fundamentale pe care le-am
exemplificat in paginile anterioare. In cele ce urmeaza, vectorii vor fi,

dupéa caz, vectori-linie sau vectori-coloand (insd nu simultan).

Definitia 1

O relatie de dependenta liniard intre vectorii vy, ..., v,, din R" este o
relatie de forma )", ayv; = 0, in care nu tofi coeficientii as, ..., oy,
sunt nuli.

Definitia 2

Cand, dimpotriva, Intre vectorii v; nu exista nicio relatie de dependenta

liniara, ei se numesc liniar independent.
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Observatii:

1)

In cazul vectorilor-linie ai matricei A, xn, acest din urma fapt
poate fi exprimat in mod concret prin conditia: pentru orice x =
(a1, ), A = 0 implici 2 = 0. In cazul coloanelor, conditia
este: pentru orice £ = (ay,...,a,)?, Az =0 implicid z = 0.

O alta forma de exprimare se bazeaza pe rangul matricei A,,x,
gi anume: conditia rang(A) = m, atunci cand v; sunt liniile ei,
respectiv conditia rang(A) = n, atunci cadnd v; sunt coloane.
Cele doua forme de exprimare se traduc in “M” prin comenzile

MatrixRank[A] == m §i respectiv MatrixRank[A] == n.

In cazul dependentei liniare, gasirea coeficientilor «; din relatia
de definitie presupune rezolvarea unui sistem liniar gi omogen.
Intrucat, dacs existd o astfel de relatie, exista o infinitate de mul-
tiple ale ei, problema se rezolva complet determinand numaéarul
maxim de relatii de dependenta liniara independente intre ele.
Un numar de p relatii de dependenta liniara intre liniile lui A se pot
exprima sub forma unei singure relatii XA = 0, unde X este o ma-
trice pxm ce are pe fiecare linie coeficientii uneia din cele p relatii.
Spunem ca cele p relatii de forma E;”Zl a;v; =0,i=1,...,psunt
(liniar) independente daca rang(X) = p.

In cazul particular cand p = 0, deci liniile sunt liniar indepen-
dente, rezultd rang(A) = m > n. Deoarece Im(A) C R™ si di-
mensiunile celor doua spatii coincid, respectivele spatii coincid la
randul lor. In virtutea criteriului din §6.1.1, observatia 5, pentru
orice b € R™ sistemul Az = b are solutie. Notand cu ¢q,...,¢,
solutiile sale corespunzatoare coloanelor b = eq,....b = e,, ale

matricei-unitate I,,, n X m matricea C avandu-le drept coloane
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va verifica relatia AC = I, (exercitiul 7.2). Din acest motiv, C se
numeste inversa la dreapta pentru A.

5) Pentru orice matrice Ay, se poate prezenta una gi numai una
din situatiile de mai jos:

a) rang(A
b) rang(A

)=
)=

c) rang(A) =n>m

m>n

d) rang(A) < m, rang(A) < n.
Corespunzator fiecareia dintre ele au loc urmatoarele proprietati:

a) Liniile gi coloanele sunt liniar independente si matricea
(patrata) are o singura inversa (bilaterala).

b) Liniile sunt liniar independente, iar intre coloanele sale se pot
determina n — rang(A) relatii independente de dependenta

liniara. Matricea are o infinitate de inverse la dreapta.

¢) Coloanele sunt liniar independente, iar intre liniile sale se pot
determina m — rang(A) relatii independente de dependenta

liniara. Matricea are o infinitate de inverse la stangal.

d) Intre liniile/coloanele sale se pot determina m — rang(A),
respectiv n — rang(A) relatii independente de dependenta

liniara.

Gasirea unui sistem independent maximal de relatii de dependenta
liniara intre liniile/coloanele unei matrice A date, precum gi a unei

inverse (dacd existd) se poate realiza in “M” folosind urmatoarele

comenzi:

1O matrice B este inversi la stanga pentru A daca BA = I,.
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DepLin pentru un sistem independent maximal de dependente liniare

DepLin[A_/;MatrixQ[A]] :=

Block[{m = Dimensions|[A|[[1]],n = Dimensions[A][[2]],

r = MatrixRank[A|,ml =m—r,nl =n—r,

AT = Transpose[A], NA = NullSpace[A], NAT = NullSpace[AT|},
{veclin = Table|v;, {i,1,m}], veccol = Table[w;,{i,1,n}],
Which|

(m1 == 0&&n1 == 0),

Print[“Linii si coloane liniar independente (matrice inversabila)”],

(m1 > 0&&n1 > 0),

{Print[“Relatiﬂe de dependenta liniara intre liniile matricei sunt:”]7
For[i =1,1 <ml,i+ +,Print[NAT[[i]].veclin, “=0"]]}&&
{Print[“Relatiile de dependenta liniara intre coloanele matricei sunt:”],
For[i = 1,1 <nl,i+ +,Print[NA[[i]].veccol, “=0"]]},

(m1 > 0&&n1 == 0),

{Print[“Coloane liniar independente (matrice inversabila la stanga)” ],
Print[“Relatiile de dependenta liniara intre liniile matricei sunt:” ],
For[i =1,i <ml,i+ +,Print[NAT[[i]].veclin, “=0"]]},

(m1 == 0&&n1 > 0),

{Print|“Linii liniar independente (matrice inversabila la dreapta)”],

Print[“Relatiile de dependenta liniara intre coloanele matricei Sunt:”],

For[i =1,i <nl,i+ +,Print[NA[[i]].veccol, “=0"]]}]};]
InvDr pentru o inversa la dreapta
InvDr[A_/;MatrixQ[A]] :=

Block[{Xx = Array[x, Dimensions|[TransposelA]]], Y},
If[MatrixRank[A] == Dimensions[A][[1]],Y = Xx/.Flatten]|
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FindInstance[A.Xx == IdentityMatrix|[Dimensions[A][[1]]],
Flatten[Xx]||;Y//MatrixForm,

Print[“Nu exista inversa la dreapta”]]]

InvSt pentru o inversa la stanga

InvSt[A_/;MatrixQ[A]] :=

Block[{Xx = Array[x, Dimensions|[TransposelA]]], Y},
If[MatrixRank[A] == Dimensions[A][[2]],Y = Xx/.Flatten]|
FindInstance[Xx.A == IdentityMatrix[Dimensions[A][[2]]],
Flatten[Xx|]]; Y//MatrixForm,

Print[“Nu exista inversa la stanga”m

Exemple

DepLin[A = {{1,—-1,2,1}}]
Linii liniar independente (matrice inversabila la dreapta)
Relatiile de dependenta liniara intre coloanele matricei sunt :
—Wy+wg =0
—2wy +w3 =0
wi+wy =0

InvDr[A]
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InvSt [A}

Nu exista inversa la stanga

1 3 2

2 -1 2
DepLin (A =

1 -4 0

0 1 1

Coloane liniar independente (matrice inversabila la stanga)
Relatiile de dependenta liniara intre liniile matricei sunt :
Vi —Vyg+vs3 =0

InvDr[A]

Nu exista inversa la dreapta

InvSt[A]
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0 4/5 -3/5 —8/5
0 1/5 —-2/5 —2/5

0 —1/5 2/5 7/5

12 1 1

3 6 3 2
DepLin |A =

2 -1 -3 0

13 2 1

Relatiile de dependenta liniara intre liniile matricei sunt :
—Vy — 2V +Vv3+5vy =0
Relatiile de dependenta liniara intre coloanele matricei sunt :
Wi — Wy +w3 =20
InvDr[A]
Nu exista inversa la dreapta

InvSt[A]

Nu exista inversa la stanga
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05 2
Deplin |[A=] 3 1 _—5
12 1

Linii si coloane liniar independente (matrice inversabila)
InvDr[A]
—11/30 1/30 9/10
4/15  1/15 -1/5

~1/6  —1/6 1/2

InvSt[A]

~11/30 1/30 9/10
4/15  1/15 —1/5

~1/6  —1/6 1/2

Definitia 3
Vectorii vy, . ..,v,, din spatiul vectorial V alcatuiesc un sistem de ge-

neratori pentru V' daca orice vector din V' este o combinatie liniara a
lor cu scalarii lui V.
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Definitia 4

Vectorii vy, . ..,v,, din spatiul vectorial V' alcatuiesc o baza pentru V
daca:
a) Sunt liniar independenti.

b)

Alcatuiesc un sistem de generatori pentru V.

Observatii (continuare):

6)

7)

8)

10)

11)

Orice spatiu vectorial diferit de vectorul nul are o infinitate de
baze.

Exista spatii vectoriale avand baze cu o infinitate de vectori. Ne
vom ocupa doar de spatiile cu baze finite, spatii care se numesc

finit-dimensionale.

Toate bazele unui spatiu finit-dimensional V' au acelagi numar de
vectori. Acest numar se numeste dimensiunea spafiului V' si se
noteaza dim(V').

Pentru orice doua baze ale lui V: (vy,...,v,,) si (wy,...,w,,)
exista o matrice m x m nesingulara S astfel incat

T T
(Wi, ..., wy)" = S.(v1,...,0n)
Ea se numeste matricea de schimbare a bazes.

Fiecarui vector v € V' i se asociaza in baza (v1,...,v,,) un unic
sistem de numere (z1, ..., x,,) - coordonatele sale in aceastd bazd,
astfel incat v = )" | 2;v;.

Daca aceluiagi vector v i se asociaza intr-o alta baza (wy, ..., w,,)
coordonatele (yi,...,Yym), atunci relatia dintre coordonatele
(1,...,%m) §i coordonatele (y1,...,ym) se face prin intermediul

matricei de schimbare a bazei: £ = Sy

POSDRU/56/1.2/S/32768 — 165 — Matematici prin MATHEMATICA



166



Elemente de geometrie in R”

8.1 Lungimi si unghiuri

Geometria vectoriala in R™ este o generalizare a celei din spatiul tridi-
mensional, in care distantele si lungimile se masoara cu teorema lui
Pitagora, unghiurile se masoara cu teorema cosinusului din trigonome-
trie (sau teorema lui Pitagora generalizatd) etc.

Lungimea (norma) vectorului £ = (z1,...,x,) este data de formula




8. ELEMENTE DE GEOMETRIE IN R™

Unghiul dintre vectorii £ = (x1,...,2,) sty = (y1,...,yn) S€ poate
obtine prin intermediul functiei

22;1 Lili

cos (zy) =
)= el Tl

Observatii:

1) Expresia y . | x;y;, care va apare in multe calcule, se numeste

produs scalar al vectorilor  si y i este notatd (z,y).

2) Convenind ca vectorii lui R™ sa fie vectori-coloana, produsul lor
scalar va putea fi calculat si cu formula

(z.y)=2"y.
In “M”, produsul scalar a doi vectori-linie, z = (21,9, x3) §i
y = (1,92, y3), poate fi calculat astfel:
{x1, %2, %3} {y1, y2, ¥}
X1¥1 + X2¥2 + X3¥s

3) Rezultd imediat cele patru proprietati importante ale produsului
scalar:

a) Comutativitatea: (x,y) = (y,x)

b) Omogenitatea: (ax,y) = o {z,y)

c) Aditivitatea: (x +y,2) = (x,2) + (y,2)

)
)
)
d) Pozitivitatea: (x,2) >0z #0,

pentru orice vectori z, y, 2 € R" gi a € R.
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8.2 Ortogonalitatea vectorilor gi subspatiilor

Relatia de ortogonalitate intre vectorii & i y se noteaza x L y si se

defineste prin conditia cos (zy) = 0, de unde rezulta

z lye (z,y) =0

Exemplu
Liniile oricarei matrice sunt ortogonale pe toti vectorii aflati in nucleul

sau. Sa verificam acest fapt in cazul primei linii
a' = (1,-2,3,—1,4)

a matricel

(vezi §6.1.2). Fiind vorba de o infinitate de relatii de ortogonalitate ale
liniei @' cu fiecare vector £ € N(A), reducem problema la un numéar
finit de verificari. Vom folosi o baza a subspatiului nucleu pe care am
gasit-o in §6.1.3.

{{27 17 07 Oa 0}7 {_Qa OJ 17 17 O}ﬂ {_17 07 _17 07 1}}

Cele trei produse scalare (z' a') (i = 1,2,3) sunt nule. Verificati acest

fapt! Fiecare vector x € N(A) este o combinatie liniard a celor trei
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vectori 2!, 2% si ® ai bazei:

3

7

xr = E o;r
i=1

Sa calculam produsul scalar

3 3
(x,a') = <Z aixi,a1> = Z (i’ a') =
=1 =1
3

e} <mi,a1> = Z ;0 =0.

1 i=1

o

(2

In acest calcul am utilizat pe rand proprietatile de aditivitate si
omogenitate ale produsului scalar.

Observatii (continuare):

4) Liniile @’ ale matricei A sunt generatorii subspatiului Im(AT), deci
pentru orice vector v € Im(AT) existd scalarii 3; astfel incat v =

Z?zl Bia’. Intrucat pentru orice vector & € N(A),

3
(v,z) = <Z @-ai,x> =
i=1 i=1
3
:Zﬂi (@' x) = Zﬁio =0,
=1 =1

concluzia va fi cd, pentru orice vectori v € Im(A”) si z € N(4),

NE

(0a,2) =

w -
Il

este valabila proprietatea v 1 z.

Definitia 1
Doua subspatii S si Sy ale lui R™ se numesc ortogonale daca pentru
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orice pereche de vectori &y € S §i &y € Sy are loc relatia (zq,25) = 0,
adica fiecare vector din S; este ortogonal pe fiecare vector din S;. Pen-

tru a simboliza ortogonalitatea a doua subspatii se foloseste notatia
Sy L Ss.

Exemplu

In spatiul tridimensional R?, vectorii & = (z1, 2, 23) aflati in relatia
(n,z) = 0 cu vectorul fixat i nenul n = (a,b,c) alcituiesc un plan
de wvectori - subspatiu ortogonal pe dreapta de vectori {z € R?|3a €
R:z = an}. In geometria analitica, aceasta se exprima prin relatia
ar1+bro+crs = 0, ce definegte ecuatia planului care trece prin origine si
este perpendicular pe n. Relatia vectoriala £ = an (o« € R parametru),
echivalenta cu relatiile scalare 1 = aa, 9 = ab si 3 = ac, definegte
normala respectivului plan. Sub forma neparametrica, relatiile ante-

rioare se scriu x1/a = x2/b = x3/c.

Observatii (continuare):

5) Sa observam ca al doilea exemplu este un caz particular al primu-
lui i ca, in ambele, relatia de ortogonalitate dintre subspatii -
Im(AT) si IN(A), respectiv planul si normala sa - poate fi com-
pletata cu o informatie suplimentard. Ne referim mai intai la
al doilea exemplu, precizand ca planul contine tof: vectorii per-
pendiculari pe dreapta si, reciproc, dreapta contine tofi vectorii
perpendiculari pe plan. (Este vorba de vectori ce pleaca din orig-
ine). Similar, nucleul matricei A contine toate solutiile sistemului
omogen Az = 0, deci tofi vectorii z ortogonali pe toate liniile ma-
tricei A. Si in acest caz, desi mai greu de sesizat, reciproca este
totusi adevarata.
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Definitia 2

Se numeste complement ortogonal al subspatiului S din R"
submultimea S’ C R™ alcatuita din tofi vectorii v € R™ pentru care
VeeS:z 1l

Observatii (continuare):

6) Complementul ortogonal se poate defini exact ca mai sus gi cand S
este o multime nevida de vectori din R”, nu neaparat subspatiu.
Dar el este in toate cazurile un subspatiu, care se noteaza!, de

obicei, cu S*. Astfel, conform celor discutate anterior,

N(A)" =Im(AT), Im(aA")* = N(a).

Exemplu
Pentru a determina in R* complementul ortogonal al multimii formate
din wersorii® axelor Oz, si Oxy, (1,0,0,0), respectiv (0,1,0,0), cal-
culam

NullSpace[{{1,0,0,0},{0,1,0,0}}]

{{0,0,0,1},{0,0,1,0}}

Am obtinut agadar subspatiul generat de versorii celorlalte doua axe,

OIg §1 01'4.

Observatii (continuare):

7) Conform celor afirmate anterior, subspatiul generat de Ox; si Ox

In acest caz, S* este complementul ortogonal al subspatiului generat de vectorii lui
S.

2Se numeste versor al directiei determinate de un vector nenul v, vectorul v/ ||v||.
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este suma subspatiilor S7, reprezentat de dreapta vectoriala Oy,
gi Sa, reprezentat de dreapta vectorialda, Ozy (vezi inceputul
§6.3).

8.3 Proiectii ortogonale

In geometria spatiului R”, notiunea de proiectie (ortogonald) este uti-

lizata in doua variante pe care le vom analiza in continuare.

a) Proiectia vectorului  pe un vector (fixat) nenul v se obtine am-
plificand versorul v/ ||v|| cu produsul dintre lungimea lui z si cosinusul

unghiului format de  cu v. Rezulta astfel vectorul

(x,v
v,V

Ny

pr, r = v.

—~
~

Lungimea cu semn >a lui este

xr,v
prvw:7< .01

v
si se numeste proiectia scalard a lui x pe v. Intre cele doua proiectii
exista relatia

~ v
pr, T = (pr'v .’L‘) m

In “M”, functia Projection[u, v] calculeaza proiectia vectorului u pe

vectorul v dupa prima formula. De exemplu,

Projection[{1,2},{1,1}]

3Semnul este — cdnd unghiul dintre cei doi vectori este mai mare decét 3
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13}

Ea poate fi extinsa gi pentru alte produse scalare definite in prealabil.
De exemplu, daca produsul scalar al vectorilor planului este definit prin

ps[{x1_,x2_}, {y1,y2_-}] := {x1,x2}. Ay1,y2}

putem calcula noua “proiectie” a vectorului (1,2) pe vectorul (1,1) cu
formula
Projection[{1,2}, {1, 1}, ps]

10 10
77

b) Proiectia vectorilor din R™ pe un vector nenul fixat este un caz par-
ticular al proiectiei pe un subspatiu S E R™. De exemplu, proiectia vec-
torilor € R3 pe planul generat de vectorii fixati si liniar independent;i
vy si vo din R? - vezi figura de mai jos.

P
V2

Intrucat proiectia ortogonalda p a lui £ pe plan verifica o relatie de

ortogonalitate si anume, perpendicularitatea lui £ — p pe plan, rezulta
ca x — p va fi perpendicular pe cei doi generatori ai planului, deci
(v1,2 —p) =051 (ve,2 —p) = 0. Acestea sunt doud ecuatii liniare din

care putem obtine coordonatele oy si i ale lui p = av1 + asws In baza
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{v1,v2} a planului. Utilizind proprietatile produsului scalar, cele doua
ecuatii pot fi aduse la forma

(v1,v1) a1 + (v1,v2) ap = (v, )

(V1,v2) a1 + (V2,12) Ay = (v, T)

Perfect analog, procedeul se poate extinde la proiectia vectorilor £ € R™
pe un subspatiu S C R” avand baza {v1,...,v,} cunoscutd. Dez-
voltand ecuatiile (v;,2 —p) =0, i =1,...,m ce ne furnizeaza coordo-
natele «; ale lui b in baza v;, obtinem un sistem m x m avand forma
similara celui anterior:
m
Z (;,v;) o5 = (v, x), 1=1,...,m.

Jj=1

Rezolvarea acestui sistem conduce la o problema importanta. Sa ob-
servam de la inceput ca matricea sa (numita matrice Gram a vectorilor
V1,...,V,), avand elementele g;; = (v;,v;), este patrata si depinde ex-
clusiv de alegerea vectorilor bazei din S si de produsul scalar?. Cu cét
va fi mai simpla aceasta matrice, cu atat mai usor obtinem proiectia p.
Intrucat cea mai simpla matrice m x m este I,,, ar fi de dorit ca baza
v; sa verifice conditiile (v;,v;) =0, pentru ¢ # j si (v;,v;) = 1, pentru
i=7.

8.4 Baze ortonormate

Definitia 3

Baza {vy,...,v,} a subspatiului S C R" se numeste ortonormatd in

4Produsul scalar al vectorilor din R™ definit in observatia 1 este doar una din variantele
posibile pentru a face geometrie in acest spatiu. In principiu, orice functie definita pe
R™ x R™ si avand proprietétile (a) - (d) poate fi un produs scalar.
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raport cu produsul scalar (x,*) daca (v;,v;) = 0, pentru i # j si
(v;,v;) =1, pentru i = j.

Orice baza {vy,...,v,} a subspatiului S este transformabila intr-o
baza ortonormata {ui,...,u,}. Procedeul - numit Gram-Schmidt -
prin care realizam aceasta transformare, se poate desfasura in doua
etape. Prima etapa consta in transformarea bazei initiale v; intr-o
baza alcatuita din vectori w; reciproc ortogonali. Cea de a doua etapa
presupune doar impaéartirea fiecarui vector w; la lungimea sa: u; =
w;/ ||w;||. Raméane sa descriem cei m — 1 pagi ai primei etape, adicd
procedeul Gram-Schmidt propriu-zis.

Renotand cu w; vectorul vy, determinam vectorul ws ca diferenta
intre v, i proiectia sa pe w;. Procedeul fiind inductiv, pentru a con-
strui vectorul w; presupunem ca au fost deja generati wq,...,w; 1.
Atunci w; se obtine scazand din v; proiectiile sale pe toti vectorii w;

anterior construiti.

Exemplu
Transformarea bazei

{{1,1,0},{0,1,1},{1,0,1}}

intr-o bazé ortonormatd a spatiului R3.

Etapa I:
Pasul 1: Notam
w, = {17 17 O}

Pasul 2:
wy = {0,1,1} — Projection[{0, 1,1}, w,]
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11
T AYAY 1

Pasul 3 w; = {1,0,1} —Projection[{1,0,1}, w,]
—Projection[{1,0,1}, w,)
{2 2 2}
37 33
Etapa a II-a:

wy, = w1/Norm['u)1}

()

wy = 'U)Q/NOI'III 'U)Q}

{3

ws = 'U)3/N0rm['ll)3}

{ 1 1 1 }
VERVEIRRVE]
In “M”, comanda Orthogonalize[B], unde B este baza ce urmeaz a fi

ortonormata, conduce la acelasi rezultat:
Orthogonalize[B = {{1,1,0},{0,1,1},{1,0,1}}]

{{\27\270},{—;@7\%’ i}’{%‘ig’%}}

Trebuie retinut faptul ¢ Orthogonalize[B| ortonormeaza liniile ma-

tricei B.
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Descompunerea QR a unei matrice

Procedeul Gram-Schmidt de ortonormare a unui sistem liniar indepen-
dent de m vectori din R™ are o aplicatie importanta gi anume: de-
scompunerea unei matrice n X m avand acesti vectori drept coloane in
produsul dintre matricea Qpxm = [U1, - - . , Uy ], formatd cu vectorii bazei
ortonormate drept coloane, si o matrice m X m superior triunghiulara
avand pe diagonald numere pozitive (normele vectorilor w; obtinuti
dupa prima etapi). In “M”, comanda QRDecomposition produce re-
spectiva descompunere:

{Q,R} = QRDecomposition|[Transpose[B|];
Map[MatrixForm, {Transpose[Q],R}]

1 1 1 1 1
TGV V2 5w

SRS TR U IR S S R

V2 V6 V3 2 37 V6
2 1 2
0 2 L o 0z

Verificare:

Transpose[B] == Transpose[Q].R

True
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8.5 Matrice ortogonale

Matricea Q din descompunerea QR anterioara

1 1

7w wn Y
Q= -1 L 2

V6 V6 3

1 11

V3 V3 V3

are atat liniile cat gi coloanele ortonormate, proprietate ce rezulta din

egalitétile (pe care cititorul este sfatuit sa le verifice):
Q' =15, QQ=1Is

Cele doua conditii sunt echivalente intre ele pentru orice matrice
patratica reald si, de asemenea, echivalente cu QT = Q~*. Ele caracter-
izeazd o categorie importanta de matrice reale, aga-numitele matrice
ortogonale. Acestea mai au si alte proprietati remarcabile, pe care le

vom discuta mai jos. Pentru moment insa, prezentam cateva

Exemple
Folosind oricare din cele doua conditii enuntate anterior, prin aplicarea
determinantului rezulta

det(Q) - det(Q") = 1,

deci
det(Q) = £1.
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Drept consecinta, orice matrice ortogonala 2 x 2 va fi de forma

cos) —sinf
Q= , In cazul det(Q) = +1,
sinf cos6

sau de forma

cosf) sinf
Q= , In cazul det(Q) = —1,

sinf) —cos6

pentru un anumit unghi 6 € [0, 27]. Dupa cum vom arata mai departe,
primul tip de matrice transforma prin inmultire vectorii-coloana din R?
in rotitii lor cu unghiul 6 in jurul originii. Similar, matricele ortogonale
3 x 3 avand determinant +1 rotesc prin inmultire vectorii spatiului R3.

In particular, matricea ortogonala

cosf —sinf 0

sinf cosf 0O

efectueaza rotatia de unghi @ in jurul axei Oxs.

Transformari rigide
Printre proprietatile importante ale transformarilor f : R" — R"™ defi-
nite prin matrice ortogonale (transformari numite la randul lor ortog-

onale) se numara urmatoarele:

POSDRU/56/1.2/S/32768 — 180 — Matematici prin MATHEMATICA



8.6. MATRICE DE PROIECTIE

a) O transformare ortogonald péstreaza lungimile vectorilor si

distantele dintre puncte.
b) O astfel de transformare pastreaza unghiurile dintre vectori.
Ambele proprietati decurg dintr-o caracteristica mai generala:

¢) O transformare ortogonald péstreaza produsul scalar (x,y) =
T
zly.

Justificarea este imediata:

(Qz,qy) = (Qz)" @y = 27Q"qy = 2"y = (z,y) .

8.6 Matrice de proiectie

Numim astfel matricele patrate reale, sa le notam P, avand urmatoarele

proprietati:
a) Simetria: PT = P
b) Idempotenta: P* = P.

Daca P este o matrice de proiectie n X n, atunci, pentru orice x € R",
p = Pz reprezinta proiectia (ortogonald) a lui & pe subspatiul Im(P).
Intrucat, aga cum am vizut mai sus, in acest caz £ — p L Im(P),
rezultd ca £ — p € Im(P)+ = N(P). Astfel incit fiecare € R" se
descompune in mod unic sub forma £ = p + (z — p), cei doi termeni
din dreapta relatiei fiind proiectiile sale ortogonale pe Im(P) si N(P).
De asemenea, rezulta ca R™ se descompune in suma directa dintre cele

doud subspatii ale lui P (conform §6.3, observatia 6), fapt notat

R" = Im(P) & N(P).
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Aplicatia liniara si matrice

9.1 Aplicatia liniara

Aplicatia liniara este, alaturi de spatiul vectorial, o notiune fundamen-
tala a algebrei liniare. Ea transforméa vectori ai unui spatiu vecto-
rial in vectori ai aceluiagi sau ai altui spatiu vectorial, cu respectarea

urmatoarelor conditii:

a) sa transforme suma vectorilor in suma imaginilor lor;

b) sd transforme produsul dintre un vector si un scalar in produsul

imaginii acelui vector cu acelasi scalar.

In notatii simbolice, daca f este aplicatia liniara, iar V' este dome-
niul sau, atunci orice combinatie liniara a;v; + asv, a oricaror vec-
tori vy, € V cu orice scalari ay §i as se transforma prin f in
arf(v1) + aaf(vs).
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9. APLICATIA LINIAR A SI MATRICE

Exemple

Cateva exemple sugestive de aplicatii liniare vor fi alese dintre trans-
formarile vectoriale ale planului R?. Astfel, orice matrice reald 2 x 2
defineste o transformare liniard a planului R? in el insusi. Spre exem-
plu,

a) Proiectia vectorilor pe un subspatiu de dimensiune 1: “dreapta”
de vectori  coliniari cuv, {z € R? : Ja € R: 2z = aw}, unde v €
R? este un vector fixat. Notam aceasts aplicatie cu pi‘v z. Cand
v =e; = (1,0)T, obtinem proiectia pe axa Ow1: ﬁi‘el (v1,19) =
(z1,0). Ceea ce face ca ﬁi‘el sa poata fi asimilatd cu matricea

cu care, amplificaind coloana (71, z2)7, obtinem acelasi rezultat.
b) Simetria vectorilor in raport cu dreapta-suport a vectorului v o

vom nota sim,,. Cand v = ey, sim,, (21, 22) = (1, —x2), aceasta

transformare putand fi asimilata cu matricea

¢) Rotatia vectorilor in jurul originii cu unghiul 6, notata ry, este, aga
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cum am mentionat in §8.5, reprezentata prin matricea ortogonala

cosf) —sinf

sinf@  cos@

d) Omotetia de raport a > 0 a vectorilor - notata w, - este reprezen-
tata prin matricea “scalara” «aly. Fa produce alungirea sau

scurtarea vectorilor, dupa cum « > 1 sau a < 1.

Rezultat:
Orice aplicatie liniara
f:R*—=R™

este reprezentatd printr-o matrice m x n notata M(f), ale carei coloane
sunt f(e;), unde e; sunt versorii axelor de coordonate Oz; din R™.

Exemplu
Daca f : R® — R? este definita prin legea

f(@1, 29, 23) = (22 — 23,71 — T3),
atunci matricea M(f) va fi 2 x 3, avand cele trei coloane

/ ({17070}) = {07 1}a
f({0,1,0}) = {1,0},
f ({0,0, 1}) = {_17 _1}>
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adica
01 -1
M(f) =
1 0 -1
Verificare:
Z1
01 —1 To — I3
f(x17x27x3) = . o =
1 0 -1 T — T3
Z3

In “M”, acest algoritm se poate exprima sub forma urmatoare:

M[f_ n]:=
Transpose|[MapThread|[f, Table[UnitVector|n, j|,{j, 1,n}]]]

<”

unde f este forma “pura” a functiei respective sau un simbol de functie
definit anterior, iar n este dimensiunea domeniului sau. In cazul de
fata, aceasta comanda genereaza matricea

M[{#2 — #3, #1 — #3}&, 3]/ /MatrixForm

01 -1

10 -1
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9.2 Nucleul si imaginea aplicatiei liniare

Acestea sunt subspatii legate de aplicatia liniara f : R* — R™ gi
anume: nucleul N(f) C R™ gi imaginea Im(f) C R™. Tata definitiile
lor:

N(f) ={z eR": f(z) =0},
Im(f)={yeR":Jz e Ry = f(x)}.

Proprietate
Daca A = M(f), atunci N(f) = N(A) si Im(f) = Im(A).

Exemplu (continuare)

In cazul aplicatiei f din exemplul anterior

01 -1 01 -1
N(f) =N . Im(f) = Im

1 0 -1 1 0 -1

subspatii ale caror baze se determina in “M” conform §6.1.3 si respectiv
§6.1.1.

Injectivitatea si surjectivitatea unei aplicatii liniare f : R" —
R’(ﬂ

Criterii de injectivitate:
f este injectiva < N(f) = 0 < rang(M(f)) = n.
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Criterii de surjectivitate:
f este surjectiva < Im(f) = R™ < rang(M(f)) = m.

Exemplu (continuare)

Intrucat

01 —1
rang =2,

1 0 -1

aplicatia f : R® — R? definita mai sus este neinjectiva si surjectiva.

9.3 Determinarea unei aplicatii liniare

Matricea M(f) determind complet aplicatia liniard f : R® — R™.
Aceasta matrice are drept coloane imaginile prin f a n vectori partic-
ulari liniar independenti, deci a unei baze, din R™. Aceste n imagini

determina complet imaginile celorlalti vectori din domeniul lui f.

Exemple

1) Cunoscand rotitii cu unghiul 6 ai celor doi versori e; gi ey care
definesc axele din planul R?, determinim matricea de rotatie cu
unghiul #, deci rotitii tuturor vectorilor din planul R? cu acelasi
unghi 6. Deoarece (vezi figura urmatoare)

ro(e;) = cosfe; +sinfes,

ro(€2) = —sinfe; + cosf e,

obtinem matricea din §9.1, exemplul c).
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2) Exista cazuri in care matricea unei aplicatii liniare f : R? — R?
construita cu versorii e; gi e; sa nu aiba forma cea mai simpla, ci
aceasta s fie obtinuta cu vectorii altei baze din planul R2. Spre
exemplu, daca vectorul y :51"“ x reprezinta proiectia ortogonala
a lui z pe versorul u = cosfe; + sinf ey, adicd vectorul (z,u)u,
atunci M (51““) nu va mai avea forma simpla din §9.1, exemplul a).
In acest caz este de preferat o altd baza si anume, cea formata
din versorul u si din versorul obtinut prin rotirea lui w cu unghiul
7/2, adica v = r;)o(u) = —sinfe; + cosfe,. Tinand seama de
proprietatile proiectiei, vom avea relatiile ﬁi‘u U =1usi p?‘u v =0,
deci, in baza B = {u,v}, matricea notata M(ﬁi‘u,B) va avea

aceeasi forma simpla cu cea din primul paragraf.

Problema gasirii, pentru o aplicatie liniara data, a unei baze in care
matricea sa sa aiba o forma cat mai simpla, se pune mai ales pentru
aplicatiile liniare avand acelagi domeniu si codomeniu , O vom discuta
in capitolul 11.

In prealabil, este util sa lamurim relatia dintre doud matrice asociate
in doud baze diferite aceleiasi aplicatii liniare. In acest scop, reamintim
cateva chestiuni legate de notiunile de baza si coordonatele unui vector,
notiuni expuse in capitolul 7, observatiile (9) - (11).

Avand doud baze B si B’ ale aceluiasi spatiu vectorial, orice vector
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v are doud seturi de coordonate x = (z1,...,2,) si ' = (2},...,2)),
notate uneori [v] g, respectiv [v]p. Relatia dintre ele se stabilegte prin
intermediul unei matrice nesingulare S, numita matricea de schimbare
a bazei. Aceasta relatie este x = Sx’.

Revenind la matricea M (f, B), asociata aplicatiei liniare f in baza
B, ea stabileste relatia dintre coordonatele x ale vectorului v in baza
B si coordonatele y ale imaginii sale f(v) in aceeasi baza:

y=M(f,B)z.
Similar, pentru baza B’ avem
y =M(f,B)z"
Inlocuind in prima relatie £ = Sz’ si y = Sy, obtinem
Sy’ = M(f, B)Sz,

adica

y =S'M(f, B)ST.

Deducem astfel relatia care leaga matricele asociate lui f in cele doua

baze:

M(f,B') =S 'M(f, B)S.

Aceasta poartd numele de relatie de similaritate. O aplicatie liniara a
unui spatiu vectorial in el insusi are diverse matrice asociate in diversele
baze ale spatiului. Toate aceste matrice sunt legate intre ele prin relatii

de similaritate!.

ntrucat similaritatea este o relatie de echivalenti (reflexivi, simetricd si tranzi-
tivd), matricele asociate unei aplicatii liniare a unui spatiu vectorial reprezinti o clasa
de echivalentd (de similaritate).
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Metoda celor mai mici patrate

Revenim la problema determinarii solutiei/solutiilor unui sistem liniar
m Xn notat Az = b, problema discutata si in capitolele anterioare. Spre
deosebire de acele cazuri, In care ceream in mod expres compatibilitatea
sistemului, echivalentd cu apartenenta lui b la subspatiul Im(A) - vezi
86.1.1, observatia 5 - acum problema va capata un continut mai general.
Anume, vom lua In considerare gi cazul cand b € R™ nu se gaseste in
Im(A). Pentru acesta, evident, nu vom putea gisi o solutie z care
sa conduca la egalitatea vectoriala din sistem. In schimb, utilizand
geometria spatiului R™, vom cduta un x € R"™ pentru care distanta
|b— Az|| si fie minimd'. Intrucat pitratul normei este o sumi de

patrate (vezi §8.1), acest minim se realizeazd cand suma patratelor

1p— Az se mai numeste vector rezidual, iar lungimea lui se mai numeste eroare. Deoarece
sistemul este incompatibil, eroarea nu poate fi facuta zero pentru niciun z € R", dar poate
fi minimizata.
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este minima, de unde gi numele metodei.

10.1 Metoda celor mai mici patrate si proiectia pe

un subspatiu

Pentru orice x € R", vectorul Az € Im(4), iar ||b — Az| reprezintd
distanta dintre varfurile celor doi vectori. Pentru ca aceasta distanta
sa fie minima este necesar gi suficient ca vectorul Az sa reprezinte
proiectia ortogonald a lui b pe Im(A): Ax = p :I;I‘Im(A) b ( figura
urmatoare prezinta situatia unei matrice Azxs avand coloanele a; si ag
liniar independente).

Ramane de analizat cum se poate calcula aceasta proiectie. Discutia
a fost Inceputd in §8.3 punctul (b), unde am constatat c&, pentru a
simplifica acest calcul, este util si construim in Im(A) o baza ortonor-
mata. Operatia se poate realiza daca dispunem de o baza oarecare,
prin aplicarea procedeului Gram-Schmidt de ortogonalizare gi normarea
vectorilor astfel obtinuti. Matricea Gram rezultata fiind I,,, obtinem

proiectia
T T
p= Z (u;, by u; = Z (u]b) u;
i=1 i=1
Aici, wuq,...,u, reprezintd baza ortonormatd a subspatiului Im(4),

r = rang(A), iar (ulTb) u; este proiectia vectorului b pe versorul wu;.
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Transforméand sistemul incompatibil dat in sistemul compatibil Az = p
(am notat diferit cele doud necunoscute, x si Z, deoarece sistemele nu
sunt echivalente), solutia acestuia din urma se numesgte pseudosolutia

sistemului dat (sau “solutie” in sensul metodei celor mai mici pétrate).

Exemplu

Sistemul liniar

i :1,
1+ 29 =1,
i) =1

este evident incompatibil.  Ortonormand coloanele matricei sale,

obtinem versorii (vezi exemplul din §8.4 )

. { 11 0} v o) 11 \/5
1 \/57 \/§> ; 2 \/6’ \/67 3
Proiectiile termenului liber b= {1,1,1} pe cei doi versori vor fi (eval-
uarea se realizeaza in “M™)

p; = Projection[{1,1,1},u,]

{1,1,0}

P2 = Projection[{1,1,1},u,]

112
3’3’3

astfel incat vectorul-proiectie al lui b pe Im(A) va fi

P=Dp1+D
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2 4 2
3’3’3

Rezolvand noul sistem compatibil, obtinem solutia

% = LinearSolve[{{1,0},{1,1},{0,1}},p]
2 2
(551

Descompunerea A = QR a matricei sistemului considerat ne poate fi de

Observatie importanta:

un real folos. Pe de o parte, are loc relatia QQ = I, iar pe de altd
parte, matricea de proiectie pe subspatiul Im(A) capata o forma simpla:
P =QQ" (vezi exercitiul 10.2). Sistemul compatibil asociat celui dat va
fi atunci

QRz =p = QQ"b
si amplificAnd la stanga cu matricea Q7 obtinem aga-numitul sistem al

ecuatiilor normale pentru sistemul considerat:

Rz = Qb

Exemplu (continuare)

Intruct matricea sistemului considerat este alcituita din primele doua
coloane ale matricei B din exemplul prezentat in §8.4, rezulta ca in
descompunerea sa QR, matricea Q va avea primele doua coloane din
primul factor al descompunerii lui B, iar R va fi submatricea celui de

al doilea factor din descompunerea lui B aflatd la intersectia primelor
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doua linii cu primele doud coloane?. Asadar

(g )
(e )

Rezolvam in acest caz ecuatiile normale

LinearSolve[R,Q".{1,1,1}]

2 2

3’3
Se observa ca am obtinut acelasi vector - pseudosolutie a sistemului dat.
De notat ca rezolvarea acestui sistem este economica (R fiind o matrice
superior triunghiulara, se aplicad doar algoritmul substitutii regresive)

si numeric stabila. Drept urmare, metoda prezentata aici este frecvent

utilizata in practica.

In “M”, comanda LeastSquares|A, b] calculeazd pseudosolutia sis-
temului liniar Az = b. Astfel, in cazul discutat,

LeastSquares[{{1,0},{1,1},{0,1}},{1,1,1}]

153}

2 Aceste fapte sunt consecinte ale regulii de inmultire a matricelor (vezi exercitiul 7.2).
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10.2 Pseudoinversa unei matrice m X n

Determinarea pseudosolutiei sistemului Az = b, cu A matrice reala
m X n, se poate realiza prin metodele descrise doar atunci cand este
unic determinata. Conditia necesara gi suficientda pentru aceasta este
ca r = rang(A) = n. Cand r < n, sistemul compatibil obtinut prin
proiectia lui b pe Im(A) va avea o infinitate de solutii depinzand de
n — r parametri (vezi concluzia (3) din

§6.1.3).

Exemplu

Sistemul liniar incompatibil

r+y=1
z+y=0

devine, prin proiectia termenului liber {1,0} pe subspatiul dreapta
Im(A) = {a{1,1} : @ € R}, sistemul

x+y=1/2,
x+y=1/2

(verificati aceastal). El are ca solutii toti vectorii

1
{2_y7y}a CuyERy

ceea ce reprezintd multimea vectorilor cu varfurile pe o dreapta (figura

de mai jos).
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Vectorul de lungime minima, unic cu aceste proprietati, nu-

mit pseudosolufia optima a sistemului incompatibil considerat este
{1/4,1/4}. Matricea, notatd A", cu care, Inmultind termenul liber

{1,0} al sistemului, obtinem pseudosolutia optima a sa, se numeste
pseudoinversa matricei A a sistemului. In “M”, aceasta matrice este
generata prin comanda PseudoInverse[A]. In cazul de fata,

PseudoInverse[{{1,1},{1,1}}]

as) {oshy

Verificati prin calcul ca produsul ei cu termenul liber al sistemului dat
produce pseudosolutia optima gasita anterior.

10.3 Regresia liniara. Dreapta de regresie

O aplicatie frecventa a metodei celor mai mici patrate consta in gasirea
unei functii liniare y = mx + n (o dreaptd) care si aproximeze, in
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sensul acestei metode, relatia de dependenta dintre doua seturi de date
experimentale: {y1,...,y,} st {z1,...,2,}. Pentru p > 2, sistemul
neomogen de ecuatii liniare

mr;+n=wy;, t=1,...,p,

avand necunoscutele m gi n, este “supradeterminat” (avand mai multe
ecuatii decdt necunoscute). Drept urmare, el este - foarte probabil -

incompatibil®. Matricea sistemului are dous coloane

A = Transpose[{{z1,...,z,},{1,..., 1}}]

iar termenul liber este
b={y1,....¥p}

Vom scrie ecuatiile normale intr-o forma mai generala, amplificand sis-

temul cu matricea AT ; obtinem
ATAZ = A"b.

Intrucat coloanele lui A sunt liniar independente (valorile x; nu pot
fi toate egale intre ele), rezultd ci acest sistem 2 x 2 are matricea de

rangul 2 si solutia unica
7 = (ATA) A"

Componentele m i 7 ale acestei solutii determina panta si intersectia
cu axa Oy a dreptei de regresie y = mx + n.

3Chiar dacs, de pilds, datele experimentale trebuie si verifice legea liniars a relatiei
spatiu-timp intr-o migcare uniforma, erorile de masurare, inerente oricarui experiment,
conduc la incompatibilitate.
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Exemplu
A = Transpose([{{1,2,4,5,7},{1,1,1,1,1}}]

b ={05,23.5,4,6}

Rezulti?

(ATA)"" = {{5/114,—1/6},{—1/6,5/6}},
AT = {73.5,15} si £ = {0.723684, 0.25}.

Am obtinut asadar dreapta de regresie
y=7 -{z,1} =0,25+40,723684 =

Aceste rezultate sunt reprezentate grafic in urmatoarea figura:

1 2 3 4 5 6 7

Pe ea pot fi observate cele cinci puncte P; reprezentand perechile
de coordonate {z;,y;} determinate experimental, toate aflate In exte-
riorul dreptei de regresie. Se poate ardta (vezi exercitiul 11) ca suma
“abaterilor cu semn”, + deasupra, — dedesubt, este nula, in timp ce
gtim cd suma péatratelor acestor abateri (marcate prin segmentele din

figurd) este mai mica decit pentru orice alta dreapta din plan.

“Daci nu se specifics altfel, in “M™, valorile aproximative se rotunjesc la zecimala a
sasea, avand deci cinci zecimale exacte.
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11

Valori si vectori proprii

11.1 Problema cu valori si vectori proprii

Aceasta problema se refera la o matrice patrata A,, cu numere reale
sau complexe. Ea cere determinarea vectorilor nenuli £ avand n com-
ponente reale sau complexe, pentru care exista un numar real sau com-
plex A, astfel incét sa aiba loc relatia

A = \x

sau, echivalent,
(A= X,z =0.

In aceste conditii, A se numeste valoare proprie a matricei A, iar x -

vector propriu al lui A corespunzator valorii proprii A.
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Exemple

1) Pentru a determina valorile proprii ale matricei

A= 1/2{{17 1}7 {17 1}}

plecam de la conditia existentei unei solutii nenule  pentru sis-

temul liniar si omogen

Conform teoriei sistemelor liniare, aceasta conditie este echiva-
lenta cu
det (A — )\IQ) = 0,

adica
M —)X=0.

Réadacinile ecuatiei de mai sus, numita ecuatie caracteristica, sunt
valorile proprii ale matricei A:

Vectorii proprii ai lui A se obtin pe rand, pentru fiecare din cele
doud radacini, determinand cate o baza in nucleele N(A — A1),
respectiv N(A — Ay 1o). In acest scop, utilizim “M”:

A — )\ IdentityMatrix[2]

Uzap 2]

NullSpace|%]

POSDRU/56/1.2/S/32768 — 202 — Matematici prin MATHEMATICA



11.1. PROBLEMA CU VALORI $I VECTORI PROPRII

{{1,1}}

A — )\, IdentityMatrix[2]

SEIRES
NullSpace[%]
{-1.1}}

Rezultatele astfel obtinute pot fi determinate printr-o singura co-
manda “M”:

Eigensystem[A]

{{17 0}7 {{17 1}7 {_17 1}}}

Prima pereche din rezultat, {1,0}, o reprezintd valorile proprii,
iar liniile matricei, {{1,1},{—1,1}}, sunt vectorii proprii cores-

punzatori lor.

Eigensystem[{{0, —1},{1,0}}]
{{iv _i}7 {{i’ 1}7 {_i’ 1}}}

Constatam ca, degi matricea {{0,—1},{1,0}} este reala, valo-
rile/vectorii proprii sunt de tip complex. Acest aspect de natura
algebrica are i o interpretare geometrica, tinand cont de faptul
ca matricele reale 2 x 2 reprezinta, asa cum am vazut in §9.1,

transformari liniare ale vectorilor din plan. Astfel, matricea

A={{1/2,1/2},{1/2,1/2}}

din exemplul anterior este, conform celor prezentate in §8.6, si-
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metricd gi idempotentd (verificati!), deci o matrice de proiectie

Calculand vectorii sii proprii, descoperim subspatiul lui R?
pe care A proiecteaza vectorii: dreapta S = {afl,1}|a € R}
alcatuita din acei vectori & pe care A nu ii modifica, Ax = 1z = x,
in timp ce pe ortogonalii lor, y € S*, ii transforma in vectorul
nul, Ay = Oy = 0. Aceste doua subspatii reprezinta pentru A
subspatiile sale proprii. Matricea din al doilea exemplu, a carei
valori gi vectori proprii sunt de tip complex, poate fi la randul
sau regasitd printre transformarile liniare ale planului. Ea este
matricea de rotatie a vectorilor x € R? cu unghiul § = 7/2
(confruntati cu exemplul ¢) din §9.1). Prin aceasta transformare,
niciun vector nenul £ € R? nu poate fi coliniar cu imaginea sa. Pe
de alta parte, conditia Ax = A\x exprima tocmai o astfel de col-
iniaritate atunci cand A € R. Prin urmare, singurii vectori nenuli
z si singurele valori A care pot satisface o astfel de relatie nu sunt
de tip real.

11.2 Diagonalizarea matricelor

Printre aplicatiile importante ale problemei cu valori si vectori proprii
se numara si reducerea unei matrice patrate la o strucutra simpla cu
ajutorul unei transformari de similaritate (vezi §9.3). Aceasta structura
depinde de matrice, forma cea mai simpla fiind reprezentata de ma-
tricele diagonalizabile, clasa din care fac parte ambele exemple tratate
in §11.1.

Definitie:
O matrice A, x, este diagonalizabila daca este similara, in sensul relatiei

din §9.3, cu o matrice n x n diagonald (adicd avand elemente nenule
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cel mult pe diagonala).

Gasirea matricei nesingulare S si a matricei diagonale A astfel incat
ST'AS = A

se numeste problema diagonalizarii si se rezolva determinand valorile

proprii ale matricei A si vectorii proprii corespunzatori acestora.

Exemplu
A={{1,4,—-4},{-1,5,-3},{-1,2,0}}

La primul pas, determinam valorile proprii prin comanda

Eigenvalues[A]

{3,2,1}

Proprietate:

O matrice A,y, cu toate cele n valori proprii distincte este diago-
nalizabila. Daca S este matricea avand drept coloane vectorii proprii ai
lui A cores-punzatori acestor n valori proprii, atunci S eate nesingulara
si S7'AS = A. Pe diagonala matricei A apar valorile proprii ale lui A, in

ordinea dispunerii vectorilor proprii in coloanele lui S.

La pasul urmator, putem astfel trece la determinarea vectorilor pro-
prii care formeaza coloanele matricei S. Aceasta operatie se realizeaza
folosind comanda

Eigenvectors|A]

{{2,1,0},{0,1,1},{1,1,1}}

Dupa cum s-a precizat mai sus, vectorii proprii sunt asezati in S in
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ordinea corespunzatoare agezarii valorilor proprii in A. De exemplu,

vectorul {2, 1,0} corespunde primei valori proprii A\; = 3.

Putem verifica acum relatia S™1AS = A:

Inverse[Transpose[Eigenvectors[A]]].A.

Transpose[Eigenvectors[A]]

{{3,0,0},{0,2,0},{0,0,1}}

Aceeasi verificare se poate realiza si prin comanda Eigensystem[A| care
determina simultan valorile si vectorii proprii corespunzatori pentru
o matrice A. Daca notam cu valorip si vectorip valorile proprii,

respectiv vectorii proprii corespunzatori ai lui A, atunci din

{valorip, vectorip} = Eigensystem[A]

rezulta
valorip
{3,2,1}
vectorip
{{2,1,0},{0,1,1},{1,1,1}}
si, In final,

Inverse[Transpose[vectorip]|.A.
Transpose[vectorip] ==

DiagonalMatrix|[valorip]

True
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11.3 Aplicatii ale diagonalizarii matricelor

1. Calculul puterilor unei matrice diagonalizabile A se realizeaza
plecand de la relatia
A=sAst

Ridicam ambii membri la patrat si, utilizand asociativitatea produsului

matriceal, rezulta
A% = SAST!SAST! =sA%s Y,
iar prin inductie

A" =8SA"S™' VneN.

Reluam exemplul prezentat in §11.2. Intrucat

rezulta ca

3" 0 0

M=1 0 20 0 |
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iar
A" =8A"ST! =
2 01 3" 0 0 0 1 -1
111 0 2" 0 -1 2 -1 |=
011 0 0 1 1 -2 2
1 —242x3"  2-2x3"
1—2" —242Hn43n 2_9on_3n
1—27 —242Mn 22"

In “M” . acest calcul se realizeazi folosind comanda MatrixPower|A, n]:
MatrixPower[{{1,4, —4},{—1,5,—3},{—1,2,0}},n];
%/ /MatrixForm
1 —24+2x3" 2—-2x3"
1—2" —242Hn 4 3n 2_9n_3n

1-2" —2 4 2tn 22"

2. Calculul unei functii de matrice f(A). Cazul f(z) = e*.

Intrucat functia e este analitica in C, adica este reprezentabila prin

seria de puteri Y o 2™ /n! pentru orice z € C, putem extinde aceasta
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functie la matrice patrate complexe sub forma »_ > (1/n!)A". Pentru
a obtine formula de calcul a acestei functii in cazul matricei diago-
nalizabile A, procedam astfel:

a) Efectudnd calculul, anterior explicat, al puterilor A" gi facand

inlocuirea formala in seria de puteri a lui e*, obtinem

A no—1 __ n —1
e—E —n'SAS —Slg n!A‘|S

n=0 n=0

Paranteza [...| reprezinta cazul particular al functiei e*, deci

et = gefs™?

b) Calculul lui e® il vom exemplifica pe matricea diagonald de mai

Sus:
300 3" 0 0
A=1fo020 |, A= 0 20 0
001 0 0 1

Atunci

n=0
Yoedr 0 0
0 i 0 =
0 0 Y a
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e 00
0 e 0
0 0 e

Inlocuind In expresia lui e*, gasim formula de calcul a acestei

functii de matrice:

et =8efst =

201 e300 0o 1 -1

1 11 0 ¢ 0 -1 2 -1 |=
011 0 0 e 1 -2 2

e —2e + 2¢3 2e — 2¢3

e—e* —2e+2+e3 2e—e*—¢*

e—e?  —2e+2¢? 2e — e?

Generalizarea este imediata si ne conduce la formula exponentialei

matricei A

e* = se’s™! = s diagonal (e)‘l, e e>"‘) s
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In “M”, comanda MatrixExp[A] calculeazd functia e:

MatrixExp 02 0 ;

001
%/ /MatrixForm
e 0 0
0 € 0
0 0 e

MatrixExp[A]//Expand;
%/ /MatrixForm

e —2e + 263 2¢ — 2¢3
e—e? —2e+2%+e® 2e—e?2—¢3
e—eé? —2e + 2¢2 2e — e?

Ea se aplica nu numai matricelor diagonalizabile, ci oricarei matrice

patratice (vezi exercitiul 12).
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12

Exercitii

1. Calculati cu creionul pe hartie solutia sistemului de ecuatii prezen-
tat ca prima aplicatie in §5.2, efectuand cei doi pasi ai algoritmului
substitufii regresive.

(1) S& se determine, in fiecare caz, valorile parametrilor s si ¢ pentru
care urmatoarele sisteme sunt compatibile gi, in aceste situatii,

toate solutiile lor:

2 4 =2 s
-1 2 2 T = 1
1 6 0 3s
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2 =3 1 3 S

—4 6 1 -5 t—2s
r =

6 -9 9 11 3s+ 2t

4 -6 -1 5 s—1

(2) Se considera un sistem liniar neomogen, a carui matrice extinsa
are o forma redusa pe linii fara pivot in ultima coloand (a terme-
nilor liberi). Explicati compatibilitatea sa.

3. Utilizand comanda Opelem (vezi §5.2), aduceti matricele

2 -1 03

B =
6 2 17
1 3 1
2 7 0

C:
-1 -5 4
3 9 5
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la o forma redusa pe linii. Aplicati-le apoi “M”-comanda RowReduce
pentru a constata ca:

a) numarul pivotilor, adicd rangul, este in ambele variante acelasi;
b) pivotii apartin, in ambele variante, acelorasi coloane.

4. (Sisteme liniare simultane) Pentru a rezolva mai multe sisteme
liniare Az = b, Ay = ¢ etc., avand aceeasi matrice A si termeni liberi
dati, metoda bazata pe operatii elementare se aplica sub urmatoarea
forma:

- construim o matrice extinsa' cu toti termenii liberi [A]b|ec...];

- prin operatii elementare, reducem matricea extinsa la forma

canonica pe linii [A;]b; |e¢; .. .];

- aplicam algoritmul substitutii regresive fiecaruia dintre sistemele
Aix = by, A1y = ¢; etc., respectiv echivalente cu sistemele date
initial.

(1) Rezolvatiin acest mod cele doua sisteme liniare avand ca matrice

comuna A si ca termeni liberi b si ¢, unde:

01 -2 1 2
A=132 1 |, b=]11], e=| 21
21 0 1 1

IConstructia matricei extinse se poate realiza cu “M”-comanda Join - vezi solutia
exercitiului 2.
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(2) Cum poate fi adaptatd schema de calcul prezentatd mai sus pen-
tru inversarea unei matrice nesingulare A,.,, stiind ca aceasta
presupune rezolvarea a n sisteme liniare avand pe A ca matrice
comuna? Care sunt termenii liberi corespunzatori?

Aplicatie: Calculati cu acest procedeu inversa matricei A de la
punctul (1).

5. Ce parere aveti despre cum trebuie sa arate forma canonica redusa
pe linii pentru orice matrice n x n nesingulara? Verificati raspunsul

(care trebuie s& fie justificat) determindnd aceastd forma in cazul ma-

tricei
01 -2
A=13 2 1
21 0

Pe aceasta observatie simpla se bazeaza un binecunoscut algoritm de

calcul al inversel unei matrice.

Algoritm de inversare:
Agezam 1n continuarea coloanelor matricei patrate A de inversat, ma-
tricea unitate de acelagi ordin n cu ea. Comanda “M” pentru obtinerea

acestel noi matrice este
Join|[A, IdentityMatrix(n|, 2]

Prin operatii elementare, reducem matricea astfel obtinuta la forma
canonica pe linii. Daca A are rangul n (adica este inversabild), in locul

primelor n coloane va apare matricea unitate, iar in locul ultimelor n
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coloane - matricea A™! (vezi gi exercitiul urmator).

Aplicatie: Determinati cu acest algoritm inversa matricei A
gi verificati rezultatul utilizand “M”-comanda pentru inversare
Inverse[A].

6. Amintim cateva proprietati ale determinantului unei matrice patrate
A, notat det A:

D1) Dacd A; se obtine din A printr-o operatie elementara O1 (vezi
§5.2), atunci det A; = —det A.

D2) Dacd A; se obtine din A prin operatii elementare O3, atunci
det A; = det A.

D3) Determinantul unei matrice patrate avand zerouri sub diagonald

este produsul elementelor de pe diagonala.

Sa observam ca pentru a aduce o matrice la o forma redusa pe linii,
nu este necesara operatia O2. In consecinta determinantul oricarei ma-
trice patrate este egal cu 4+ sau — produsul elementelor de pe diagonala
unei forme reduse pe linii obtinute fara O2.

Aplicatie: Calculati determinantul fiecareia dintre urmatoarele ma-
trice dupé ce, in prealabil, le-ati adus prin operatii O1 si O3 la o forma
redusa pe linii:

21 2 05 2
A= 92 1 4|, B=|31 -5 |,
21 1 12 1
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0 0 -3 3 -1

1 3 -2 1
-1 2 1 -2 -1

2 6 2 0
C= s, D=1 3 —2 -1 0 1

-3 -9 0 1
0 -2 1 1 -1

1 2 3 4
-1 1 1 1 -1

Determinatul va fi produsul elementelor de pe diagonala formei reduse,
prevazut cu semnul + daca O1 a fost utilizatd de un numéar par (sau
zero) de ori, respectiv cu semnul — daca O1 a fost utilizatd de un numar

impar de ori.

7. (Produsul matrice xvector-coloani)

(1) Fie A matrice m x n gi z vector n x 1. Verificati pe exemplele de
mai jos validitatea urmatoarei proprietati: daca A este alcatuita

din coloanele a4, ...a,, iar x din elementele zi,...,x,, atunci
vectorul-coloana Az reprezintd combinatia liniara xia; + ... +
xTLaTL'
1 2
I
A= 23|, ==
T2
1 3
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a b c
A= z=1| 9
U ovow
3
2 3 1 0,2
A=10 -5 2 |, z=] ¢
1
3 3 7 T
(2) Fie Apxn §i Chxp, C avand coloanele ¢y, ...,¢,. Verificati pe
exemplele de mai jos validitatea urmatoarei proprietati: coloanele
matricei-produs AC sunt Acy, ..., Ac,.
1 2
Ty
A=|2 3|, C=
Ty
1 3
10 1 2 0
A= , C=
0 2 1 y 7
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00 1 123
A=1o0 10|, C=1]13 21
100 13 2

(3) Orice matrice m x n de rang 1 poate fi reprezentata ca produs
dintre o matrice-coloana m X 1 i o matrice-linie 1 x n. Reciproc,

orice asemenea produs este o matrice m x n de rang 1.

a) Verificati aceste proprietéti pentru cazul cand m =3 gin =
2.

b) Notam cu a; coloanele matricei A,,x, si cu ¢’ liniile matricei
Chxp. Atunci produsul AC' mai poate fi scris si sub forma
sumei de matrice Y i a;¢’ avand rangul 1. Verificati aceasta

in cazurile celor trei perechi de matrice de la punctul (2).

8. Fie matricea

folosita in exemplul din §6.1.2.
(1) Verificati cu ajutorul consecintei din §6.2:

a) egalitatea dintre subspatiul Im(A), generat de toate

coloanele lui A, si subspatiul generat de coloanele 1 si 3;

b) egalitatea de subspatii Im(AT) = Im(AT).
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(2) a) Verificati independenta liniard a coloanelor 1 si 3 din ma-
tricea A utilizand metode descrise in capitolele 6 i 7 aratand
ca reprezinta, conform definitiei 4 din capitolul 7, o baza pen-
tru Im(A).

b) Ce alte alegeri ale unei baze in Im(A) vedeti posibile tinand
seama de relatiile de dependenta liniara existente intre

coloanele matricei A?

¢) Determinati coordonatele fiecirei coloane din A in baza for-
mata de a; si a3, precum si matricea S de schimbare a acestei
baze intr-o baza formata cu alte coloane ale lui A si pe care

urmeaza sa o alegeti.

9. Notiunea de complement ortogonal S+ al unui subspatiu S din R”
(conform §8.2) si relatia Im(A”)+ = N(A) ne oferd metode simple de

determinare in “M” a unor baze pentru cateva subspatii importante.

(1) Incepem cu o subrutind pentru determinarea unei baze In

Im(A)*:

ComplementOrtogonallA ] :=
Which[MatrixRank[A] == Dimensions[A][[1]],
Table[0, {i,Dimensions[A][[1]]}, {j, 1}],
(MatrixRank[A] == O||A == {}),
IdentityMatrix[Dimensions[A][[1]]], True,

Transpose[NullSpace[Transpose[A]]]/; MatrixQ[A]

In esenta ea se bazeaza pe relatia de mai sus, completata cu doua

exceptii: pentru matricele nule si pentru matricele-linie. Deoarece
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complementarea ortogonala a unui subspatiu este o operatie invo-
lutiva: S+t = S, prin dubla sa aplicare asupra lui A se va obtine
o baza in Im(A).

Observatie: Aplicarea de n ori a aceleiasi functii f asupra lui
x se poate realiza cu “M”-comanda Nest[f,x,n]. Putem astfel
defini o functie prin care se obtine o baza in Im(A):

Baza[A_| := Nest|[ComplementOrtogonal, A, 2]

Testati acest fapt asupra primelor zece matrice 3 x 4 de numere

binare produse aleatoriu prin comanda

A = Table[RandomInteger[{0, 1}], {1, 3}, {j.4}]:

(2) O alta aplicatie utila a subrutinei de complementare ortogonala
o constituie subrutina de obtinere a unei baze in suma a doua
subspatii definite prin generatori vectori-coloana: V = Im(A)
si W = Im(B) (vezi §6.3). Aceasta se reduce la determinarea
bazei in Im(A|B). Construiti subrutina si aplicati-o la deter-
minarea bazei pentru cateva perechi de matrice binare cu 3, re-
spectiv 4 linii si {2,2}, {2,3}, {3,3} coloane produse aleatoriu

(vezi instructiunea precedentd).

(3) O aplicatie interesanta este construirea subrutinei de obtinere a
unei baze in intersectia subspatiilor V' = Im(A) si W = Im(B)

utilizand urmatoarea proprietate a complementarii ortogonale:
(V+W)t=vinw+

Construiti subrutina si utilizati-o impreuna cu cea de la punctul

precedent pentru perechi de matrice binare produse aleatoriu si
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avand aceleagi dimensiuni ca la punctul (2), pentru a verifica legea
dimV +dim W = dim(V + W) 4+ dim(V N W)

(a se vedea si exemplul din §6.3).

10. Pentru a construi matricea de proiectie a vectorilor spatiului R™
pe un subspatiu S = Im(A), unde A este o matrice m X n, generam
mai intai o baza ortonormata a lui S.

(1) Utilizand subrutina de obtinere a bazei in Im(A) construita in
exercitiul precedent, completati-o astfel incat baza sa fie ortonor-
mata.

(2) Matricea de proiectie pe subspatiul S va putea fi obtinuta tinand
seama ca proiectia fiecarui vector £ € R™ pe S este suma
proiectiilor sale pe versorii bazei ortonormate construite anterior.
Astfel, adunand cele r proiectii ale lui & pe versorii uq,...,u, ai
bazei (r = rang(A)),

pr, T =u Tu; = U, T,

obtinem proiectia sa pe S. In concluzie, matricea cautata va fi

,
P = g ]
i=1

a) Construiti matricea de proiectie a vectorilor din R* pe
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subspatiul S = Im(A), unde

011

11 2
A=

1 01

1 01

b) Verificati cd matricea P astfel obtinuta coincide cu produsul
UUT, unde U = (uy,...,u,), si ca are cele doud proprietti
ale matricelor de proiectie: simetria si idempotenta - vezi

§8.6).

11. Pentru a determina dreapta de regresie corespunzatoare punctelor

Pi(x;,y;), 1 =1,...,p, din plan, consideram matricea p X 2
T
xrKT T ... X
A= ’
1 1 ... 1

si vectorul-coloana p x 1

_ T
b_<yl Y2 .. yp)
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Ecuatiile normale corespunzatoare acestor date vor avea matricea

P 2 P

AT A — i=1T; i=1Ti
f=1 L p
si termenul liber
AT YT

iar solutia lor va fi = (m, n).

(1) Verificati ca cele doud ecuatii normale se pot pune sub forma

P
i=1

P
Z(m$i+ﬁ—yi):0

i=1

Marimea mx; + 1 — y; se numeste abatere cu semn in punctul

Pi(x;,y;), iar a doua ecuatie afirma c& suma acestor abateri este

nula.

(2) Metoda celor mai mici patrate se poate aplica nu numai in cazul

determinarii unei functii liniare (dreaptd), ci gi a unei cate-

gorii mai largi de curbe plane, cu scopul obtinerii unei legi de

dependenta intre un set de valori ale lui x si setul corespunzator

de valori pentru y. Astfel, pentru o curba de gradul al doilea,

y = axr®+br +c,
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plecand de la sistemul
rla+wbtre=y, i=1,...,p,

liniar In necunoscutele a, b, ¢, putem aplica aceasta metoda si
determina “parabola de aproximare in sensul metodei celor mai
mici patrate” pentru cele p puncte. Scrieti ecuatiile normale
corespunzatoare acestui sistem si celor cinci puncte din exemplul
tratat in §10.3.

(3) Pentru rezolvarea unor astfel de probleme dispunem in “M” de
comanda Fit. De exemplu, in cazul dreptei de regresie, tipul de
functie cautat este o combinatie liniara de = gi 1. Plecand de la
setul de date (puncte):

date = {{1,0.5},{2,2}, {4,3.5},{5,4},{7,5}}

prin comanda
Fit[date, {x,1},%]

0.25 + 0.723684 x

Aceleagi date pot fi Insa “ajustate” gi potrivit unei curbe de gradul
al doilea (parabold) prin comanda

Fit[date, {1,x,x%},x]

—0.619048 + 1.3474x — 0.0790043 x*

Rezolvati ecuatiile normale gésite la punctul (2): fie calculand
solutia  conform §10.3, fie aplicand comanda LeastSquares sis-

temului incompatibil obtinut la punctul (2) al acestui exercitiu.
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Verificati coincidenta rezultatelor gasite pe aceste cai diferite.

12. Pentru a calcula puterile unei matrice nediagonalizabile A, putem
utiliza alte forme similare cu A i mai simple decat ea. Dintre acestea,
structura cea mai simpli o are forma Jordan J4 a lui A. In “M”, ea se

obtine prin comanda JordanDecomposition[A].

Exemplu
Pentru
11 -1
A=110 -1
11 -1

vectorii proprii sunt

Eigenvectors[A]

{{1,0,1},{0,0,0},{0,0,0}}

Aceasta Inseamna ca matricea are un singur vector propriu si anume,
(1,0,1).

Observatie: Cand o matrice n X n are mai putin de n vectori proprii
liniar independenti, in clasa ei de similaritate nu se gaseste nicio matrice
diagonala. Dar exista intotdeauna o matrice superior triunghiulara
avand pe diagonald celule numite celule Jordan. Aceasta matrice se

poate obtine prin comanda

JordanDecomposition|[A][[2]]
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Ja este aici ea Insasi o celula Jordan de ordinul al treilea, core-
spunzatoare unicei valori proprii A = 0 a lui A. O notam J3(0).
Deci J4 = J3(0). Precizam cd numarul celulelor Jordan din J4 este
intotdeauna egal cu numarul vectorilor proprii liniar independenti ai
lui A.

Comanda JordanDecomposition[A] mai produce gi un alt rezultat: o

matrice nesingulara

S = JordanDecomposition[A][[1]]

1 0 1
01 -1
10 0

care verifica relatia S'AS = J,, echivalentd cu A = SJ,S7 .

(1) a) Calculati puterile succesive ale celulei J3(0) pentru n =
2,3,... Apoi pe cele ale celului J3(A) = A3 + J3(0),
cunoscand faptul ca, dacad matricele patrate A si B comuta

(AB = BA), atunci formula binomului lui Newton

(A+ B)" Z CLA B
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este valabila.

b) Utilizand rezultatul de mai sus si formula A = SJ,571,
determinati matricea A™.

(2) Plecand de la aceste rezultate, putem trece la calculul matricei
e = Se/4S~1. Mai intai, vom obtine formula de calcul pentru

exponentiala celulei Jordan J3(A).

a) Prin calcul direct rezulta ca seria » - (1/n!)(J5(0))" se re-

duce la primii trei termeni. Aratati ca

111
PO =19 11
00 1

3N enuntam fara

b) Pentru a trece la calculul matricei e
demonstratie o proprietate deductibila direct din definitia
exponentialei de matrice ca serie de puteri de matrice si din
formula binomului newtonian pentru matrice comutative:
Proprietate: Daci AB = BA, atunci e’e? = eA18 = eBeA.
Verificati ipoteza proprietatii in cazul matricelor J3(0) si Al3,

iar apoi deduceti de aici ca

11l
PV = g1
00 1
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12. EXERCITII

¢) Utilizdnd exemplul precedent, calculati exponentialele

In(N)

celulelor Jordan e , pentru n = 4 | apoi pentru n numar

natural oarecare.

(3) In cazul general al unei matrice patrate A, forma Jordan Ju
poate avea pe diagonala celule Jordan de diverse dimensiuni core-
spunzatoare valorilor proprii ale lui A. Consideram exemplul

teoretic al formei Jordan alcatuite din celulele J3(A1), Ji(A2) si

S

J2(X2), in aceastd ordine. In “M”, putem defini generic celula
Je(N) astfel:

Ik, A]:=

Table[Which[i == j, \,i + 1 == j, 1, True, 0], {i,k}, {j, k}]

iar matricea din exemplu se poate construi cu “M”-comanda
ArrayFlatten astfel:

Jy = ArrayFlatten|
{{J[Sa )\1]a 0, 0}7 {O’ J[17 )\Z]a O}a {07 0, J[27 >‘2]}H7

a) Executand succesiv in “M” aceste comenzi, verificati faptul
ca J, este matricea diagonal celulara considerata.

b) Calculati in “M” matricea J%, pentru k& numar natural oare-

care.

¢) Calculati in “M” limita sumei matriceale

>
k=0

pentru n — oo.
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Solutii

Exercitiul 2.

Solutie 1a)
Observatie: Cand sistemul liniar este dat prin matricea sa si prin
coloana termenilor liberi, aici

2 4 =2
-1 2 2
1 6 0



13. SOLUTII

si

3s

putem obtine matricea extinsa utilizand “M”-comanda Join dupa cum

urmeaza:
2 4 =2 S
A = Join -12 2 || 1 [|:2;
1 6 0 3s
A//MatrixForm
2 4 -2 s
-1 2 2 1
1 6 0 3s

A; = Opelem[A][1,2][1]; A,/ /MatrixForm

2 4 =2 s
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A, = Opelem[A][1, 3][1]; A/ /MatrixForm

2 4 -2 s
04 1 1+3
04 1 5

A; = Opelem[A,][2, 3|[2]; A3/ /MatrixForm

2 4 =2 s

00 0 —-1+2s

1
Az/s — 5//MatrixForm

2 4 -2 1
04 1 2
00 0 O
Substitutii regresive:
T3 5 3x3
eI TG s
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Solutie 1b)

2 =3 1 3 t
-4 6 1 =5 s—2t
A = Join (A = , ;210
6 -9 9 11 3(s+1t)
4 -6 —-1 5 s+ 2t

A/ /MatrixForm

-4 6 1 =5 s—-2t

6 —9 9 11 3(s+t)

4 -6 -1 5 s+72t

A; = Opelem[A][1,2][1]//Simplify; A;//MatrixForm

6 —9 9 11 3(s+1)

4 -6 -1 5 s+2t

A, = Opelem[A,][1, 3|[1]//Simplify; A,/ /MatrixForm
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4

-3 1 3
0 3 1
0 6 2
-6 -1 5

s+ 2t

3s

A3 = Opelem[A,][1,4][1]//Simplify; As//MatrixForm

0

0

0

-3 1 3
0 3 1
0 6 2
0 -3 -1

S

A, = Opelem[A;][2, 3|[3]; Ay//MatrixForm

0

-3 1
0 3
0 0
0 -3

As = Opelem[A4][2, 4][3]; As//MatrixForm
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2 =31
0 0 3
0 0 O
0 0 O

(As/.s — 0)//MatrixForm

2 =313t
0 0 310
0 0 000
0 0 00O
Substitutii regresive:
T4 3Ta
Ty=og, W=

unde x5, 14, t € R ca parametri.

Solutie 2)

0

2s

Consideram sistemul echivalent cu cel dat si avand ca matrice extinsa-

forma redusa pe linii a matricei extinse pentru sistemul dat. Conditia
problemei echivaleaza cu inexistenta in acest sistem a relatiilor de in-
compatibilitate de tipul celor intalnite in aplicatia din §5.2 i la primul

punct din acest exercitiu. Sistemul echivalent poate fi atunci rezolvat

prin “substitutii regresive”.
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Exercitiul 3.

-9 —6 13 -8 6

A; = Opelem[A][1, 2][1]; A,/ /MatrixForm

-9 —6 13 -8 6
A, = Opelem[A,][1, 3][1]; A/ /MatrixForm
32 -1 1 3
00 2 -1 3
0 0 10 -5 15
A; = Opelem[A,][2, 3][3]; A3/ /MatrixForm

32 -1 1 3

RowReduce[A]//MatrixForm
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12/3 0 1/6 3/2
0 0 1 —1/2 3/2
00 0 0 0

Deci doi pivoti in coloanele 1 si 3.

Exercitiul 4.

Solutie 1)

Notam cu B matricea A extinsa cu cele doud coloane b si ¢. Dupa cum
am vazut mai sus, B se obtine prin “M”-comanda Join:

B = Join[A,b, ¢, 2|;B//MatrixForm

01 -2 1 2

Putem scurta calculul utilizand “M”-comanda de reducere la forma

canonica pe linii a matricei B:

RowReduce[B]//MatrixForm

2O =
IS
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Obtinem astfel direct cele doua coloane-solutii pentru sistemele echiva-
lente cu Az = b si Ay = ¢ si anume,

1

2

13$: 0
_1

2

5

4

Ly=| _3
3Y 3
_7

4

Solutie 2)
Repetam cu fidelitate procedeul de la punctul 1, inlocuind coloanele b
si ¢ cu cele trei coloane ale matricei

I3 = IdentityMatrix[3];

B = Join|A, I3,2];B//MatrixForm

01 -2 100
32 1 010

21 0 001
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Apoi, tot ca la punctul 1, trecem la forma canonica pe linii a ma-

tricei B:
RowReduce[B]//MatrixForm
100 —1/4 —1/2 5/4
010 1/2 1 -3/2

001 —1/4 1/2 -3/4

si pe ultimile trei pozitii citim coloanele inversei lui A.

Verificare:

Inverse[A]//MatrixForm

—1/4 —1/2 5/4
12 1 —=3/2

—1/4 1/2 —3/4

Exercitiul 5.

Justificare: Trebuie sa coincida cu I, deoarece, fiind nesingulara, ea

are pivot pe fiecare linie, deci, ca matrice patrata, si pe fiecare coloana;

iar pivotii trebuie sa fie 1, cu 0 in restul coloanei pe care se afla.
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Exercitiul 6.

21 2
A= 2 1 —4
21 1

-2 1 2
0 2 =2
-2 1 1

-2 1 2
0 2 =2
0 0 -1

Deci det A = det Ay = (—2)2(—1) = 4.
Verificare:

Det[A] == 4

True
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Exercitiul 8.

Solutie 1a)

1 3
Notand B = 9 1 | trebuie ardtat c& Im(A4) = Im(B). In acest
-1 2

—

scop, se verificd dubla incluziune Im(A4) C Im(B) si Im(B) c Im(A)
folosind testul din §6.2. De exemplu,

1 -2 3 -1 4 1 3
SubspatiuQ 2 41 3 31, 2 1
-1 2 2 -4 1 -1 2

True

Solutie 1b)
Prin “M”-testul anterior se verificdi dubla incluziune Im(AT) C
Im (A7) si Im(AT) C Im(A”):
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SubspatiuQ |Transpose 2 41 3 3 ,

Transpose 0 0 -5 5 —5

SubspatiuQ | Transpose 0 0 =5 5 =5 ,

Transpose 2 41 3 3

True

Observatie: In acest stadiu, este bine ca cititorul sa Inlocuiasca in

“M”-testele de mai sus oricare doua dintre matricele A, A;, A,, As,
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pentru a verifica cele trei egalitati intre subspatiile de linii. In plus,
putem adauga si egalitatea cu subspatiul liniilor formei canonice a lui

A:

A, = RowReduce 2 4 ;Ay//MatrixForm

—
w
w

SubspatiuQ | Transpose 2 41 3 3 ,

Transpose 0 0 1 -1 1
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SubspatiuQ |Transpose 0O 0 1 —1 1 ,

Transpose 2 41 3 3

True

Solutie 2a)
Cel mai simplu mod de a face verificarea independentei liniare este prin

testarea rangului matricei celor doua coloane:

- . -
MatrixRank 2 1 ==2
-1 2
True

Intrucat am verificat la punctul (1a) ci cele doud coloane genereazi
subspatiul Im(A), conform definitiei bazei (vezi capitolul 7, definitia
4) ele reprezinta o baza pentru Im(A).

Solutie 2b)
Definitie: Doua sisteme de vectori din spatiul V sunt echivalente daca

genereaza acelasi subspatiu din V.
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Testarea echivalentei se poate face Incercand exprimarea fiecaruia
din vectorii unui sistem drept combinatii liniare de vectorii celuilalt
sistem i reciproc. Notand sistemele (finite) de vectori cu (v1,...,Um),
respectiv (wy, ..., wy,), aceasta revine la existenta relatiilor

(V1y+ ey 0m)" = Si(wy, ..., w,)"

(wn,- .. ,w,.)T = Sy (v1,- - - ,vm)T,

unde S; si Sy sunt matrice m X n, respectiv n x m. Bazele sunt sis-
teme echivalente de vectori liniar independentji (in acest caz rezultand
cd m =n). Intrucét aceastd testare se poate face, in cazul vectorilor-
coloand, cu instructiunea din §6.2 (consecinta), alegerea unei baze al-
ternative pentru Im(A) se rezuma la testarea echivalentei dintre sis-
temul coloanelor 1 i 3 si o alta pereche de coloane din A. De exemplu
coloanele 2 i 4 (testati echivalental).

Observatie: Aplicand comanda DepLin construita in “M” (capitolul
7,0bservatia 5), obtinem

Deplin |A=1 2 4 1 3 3

Relatiile de dependenta liniara intre liniile v; ale matricei sunt:

—v1+vy+vs=0.
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Relatiile de dependenta liniara intre coloanele w; ale matricei sunt:

—w) — w3 + ws =0
—2w; + w3 + wy =0
2wy, + we =0

Astfel, din cele trei relatii de dependenta liniara intre coloanele matricei
A putem extrage dubla exprimare intre sistemele( wy, w3 ) gi (wa, wy):
exercitiu! Ceea ce dovedeste ca perechea de vectori aleasa este baza
pentru Im(A).

Solutie 2c)

Matricea S are drept coloane coeficientii relatiilor prin care vectorii
bazei nou alese se exprima in baza initiali. In cazul noii baze (ag,ay),

rezulta

Exercitiul 9.

Solutie 1)

Un program pentru testarea propusa poate fi urmatorul:

n = 1;While[n < 10, A = Table[RandomInteger[{0, 1}], {1, 3}, {j,4}];
Print["A =" A//MatrixForm,” Baza in Im(A) =",
Nest[ComplementOrtogonal, A, 2|//MatrixForm|;n + +]

Solutie 2)
Intrucat [A|B] se obtine prin comanda Join[A,B,2] (vezi §6.3), de-

terminarea bazei in suméi se face - conform punctului (1) din acest
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exercitiu - prin comanda
Nest[ComplementOrtogonal, Join[A, B, 2], 2]

iar testarea ceruta se poate realiza, de exemplu, prin programul
Forln=3,n<4,n+ +,

For[p=2,p<3,p++,

For[q = 2,9 < 3,9+ +,A = Table[RandomInteger[{0, 1}], {i,n}, {j.p}];
B = Table[RandomInteger[{0,1}],{i,n}, {j, q}];

Print[’A =", A//MatrixForm,” B =" B//MatrixForm,

” Baza in suma =",

Nest[ComplementOrtogonal, Join[A, B, 2], 2]]|//MatrixForm||

Solutie 3)

Involutivitatea complementarii ortogonale permite rescrierea formulei

mentionate sub forma
(VE+wh =vaw,

O baza in intersectia Im(A)NIm(B) va putea fi construita drept baza in
complementul ortogonal al unei sume: Im(A)* + Im(B)*. Rezultatul
acestui rationament este comanda

IntersectialA B ] :=

ComplementOrtogonal |

Suma[ComplementOrtogonal A}, ComplementOrtogonal[B]]]

in care

Suma[A_,B_| := ComplementOrtogonal |

ComplementOrtogonal[Join[A, B, 2]]]

Lasam cititorului placerea de a combina aceste doua comenzi cu

miniprogramul de testare utilizat la punctul (2), pentru a verifica legea
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dimensiunilor:

dimV +dim W = dim(V + W) + dim(V N W).

Exercitiul 10.

Solutie 1)

O bazd in Im(A) se obtine aplicind matricei A comanda Baza[4],
conform exercitiului 9, punctul (1). Ortonormarea sistemului de
vectori-coloand astfel obtinut se realizeaza aplicand “M”-comanda
Orthogonalize matricei transpuse:

Transpose[Baza[A]]
Pentru a reveni la vectori-coloana, subrutina completa va fi:

Transpose[Orthogonalize|[Transpose [Baza[All]]

Solutie 2)
a) Aplicand aceasta subrutind matricei A date obtinem baza orto-

normata:

U = Transpose|0rthogonalize|[Transpose([Baza[Al]]]

({05 b (o) s viah s )]

P = U.Transpose[U]

32 1 1 2311 1122 1122
5’6 5 5]7]15'65'65'5]’ 5’6’5’5’ 55’55
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b) Egalitatea UUT = Y7 u;u! este o consecinta a regulii de inmulgire

a matricelor (vezi si exercitiul 7, punctul 3.b) gi poate fi verifi-
cata cu urmatorul program avand ca date de intrare dimensiunile
Dimensions[A] = {m,n} ale matricei testate:
A = Table[RandomInteger[{—3,3}], {i,m}, {j,n}];
(*matrice de test cu numere intregi aleatoare in intervalul {-3,3}*)
A.Transpose[A] == Sum|[Transpose[{A[[A11,i]|}].{A[[A11, i]]},
{i,Dimensions[A][[2]]}]
(*testul propriu-zis*)
Verificarea pentru P = UUT a celor doua proprietati ale matricelor de
proiectie:

PT = (U =Uu™UT =UUT = P

pPP=p

Demonstratia proprietatii de idempotenta se bazeaza pe ortonormarea

coloanelor lui U, din care rezulta

U'u =1
(demonstrati aceastal).
Exercitiul 11.

Solutie 1)

Inlocuind solutia £ = {m, 7} in sistemul ecuatiilor normale, obtinem
P P P
_ 2 _ _
mg xi+ng xi—g z;y; =0
i=1 i=1 i=1
P P
E T; +np—
i=1

y; =0.
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Expresiile cautate rezulta prin rearanjarea factorilor comuni sub o sin-
gura suma.

Solutie 2)
Formele matricei si termenului liber sunt

p 4 P .3 p .2
i=1 L i=1Li i=1 L5
AT A = P .3 P2 P
i=1%i i=1%i i=1Li
p .2 p
i=1 L5 i=1 Li p
P2
i=1 ‘Ti yz

ATb = > i1 TiYi
> i Vi
Prin inlocuirea valorilor p =5 si {z;,y;}, ¢ = 1,...,5, gdsim
AT A = {{3209, 541,95}, {541, 95,19}, {95, 19, 5} }
ATb = {{409.5},{73.5},{15.}}

Solutie 3)
Rezolvand ecuatiile normale, obtinem

% = LinearSolve[{{3299, 541,95}, {541,95,19},{95,19,5}},

{{409.5}, {73.5}, {15.}}]
{{—0.0790043}, {1.3474}, {—0.619048}}

Pe de altd parte, matricea A a sistemului (incompatibil) Az = b va
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avea forma
A = Table[{x? x;,1}, {i,5}]

in care, inlocuind valorile absciselor celor cinci puncte, obtinem
A {xy — 1% — 2,x3 > 4,% — 5,5 — 7}

{{1,1,1},{4,2,1},{16,4,1},{25,5,1},{49,7,1}}
LeastSquares[{{1,1,1},{4,2,1},{16,4,1},{25,5,1},
{49,7,1}},{0.5,2,3.5,4,5}]

{—0.0790043,1.3474, —0.619048}

Exercitiul 12.
Solutie 1)

Pentrun > 0, J3(0)" =0.

Prin inductie, sau prin aplicarea formulei binomului, deoarece Iz si
J3(0) comuta, rezulta:

)\n n/\"71 "(nfl) )\n—2
2
JN"=1 0 A nA"L
0 0 A?

Observatie: Aceastd formula se poate generaliza (de exemplu cu for-
mula binomului) pentru calculul puterii n in cazul oricdrei celule

Jordan Jiy(A). Ea va avea A" pe diagonald, iar pe supradiagonale,
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j=1,2,...,k —1, elementul CJ \"7/(pentru j < n).

Solutie 2)
a) Asadar, scriind exponentiala e’3(0)¢a serie de puteri de matrice (vezi
§11.3, pctul 2 ), obtinem

11 4
MO = Iy 1y(0) + 0P = | 0 1 1
001
b) In vitutea propriettii enuntate, pentru orice A
eJ3(N) _ As+J3(0) _
11 3
MiehO = | g 1
0 01
¢) Pentru J4(0) vom avea
11 1/2 1/6
. . 01 1 1/2
MO = I+ 11(0) + 5 4(0)° + £ a(0)° =
00 1 1
00 O 1
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si
1 1 1
"0 = Ly + Jn(0) + 5 Jn(0) + < Ju(0) 4 + mJn(O)"‘1
respectiv
eIV — oA pdn(0)
Solutie 3)

a) Aplicand succesiv cele doud comenzi, obtinem

Ja//MatrixForm

b)
MatrixPower|[Jy, k|//MatrixForm
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MNRATTY L1+ R)EATY 0 0 0
0 A EA;ETR 0 0 0
0 0 A 0 0 0
0 0 0 DY 0
0 0 0 0 N kASMTF
0 0 0 0 0 M

1
Limit[Sum[—MatrixPower(J;, k], {n,0,n}],n — oo]//
n!

FullSimplify//MatrixForm

o
e}

eMoeM oeM/2 0

0 e e 0 0 0

0 0 0 0 0 e

Observatie: "M"-comanda MatrixExp[A] produce acelasi rezultat ca si
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calculul precedent:

MatrixExp[A]//MatrixForm

e oM oeM/2 0 0 0

0 e e 0 0 0
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ECUATII DIFERENTIALE
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Scopul acestei sectiuni este de a prezenta exemple de rezolvare a
ecuatiilor diferentiale cu ajutorul softului Mathematica. Majoritatea
exemplelor prezentate au fost studiate in cadrul cursului de ecuatii
diferentiale.

Vor fi tratate urmatoarele probleme:

- rezolvarea ecuatiilor diferentiale de ordin intai cu ajutorul comen-
zii DSolve,

- rezolvarea ecuatiilor diferentiale scriind comenzile corespun-
zatoare parcurgerii etapelor caracteristice tipului de ecuatie
diferentiala considerata care sa conduca la gasirea solutiei aces-

teia,
- determinarea traiectoriilor ortogonale,

- rezolvarea unor ecuatii diferentiale liniare de ordin superior cu
coeficienti constanti,

- rezolvarea unor sisteme diferentiale liniare de ordin intai cu

coeficienti constanti,

- desenarea traiectoriilor si a sensului de parcurs pe acestea In
vecinatatea punctelor de echilibru in cazul sistemelor diferentiale

liniare de ordin intai, cu doua necunoscute,

- prezentarea unor exemple de utilizare a transformatei Laplace.
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14

Ecuatii diferentiale integrabile prin cuadraturi

14.1 Ecuatii diferentiale cu variabile separabile

Forma generala a unei ecuatii diferentiale de ordin intai cu variabile
separabile este

/(1) = f(t)g(=(1)) (14.1.1)

unde LJCR; f : I =R, g : J— R sunt doua functii date continue
cu g(y) # 0,Vy € J,x : T — J,z functia necunoscuta, derivabila cu

derivata continua.

Exemplul 14.1.1 Se considerd ecuatia diferentiald cu variabile sepa-
rabile:
212
o(t) =522t £ 0,2 #£0.
Sa se rezolve cu ajutorul Mathematicii.

Folosim comanda DSolve.
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14. ECUATII DIFERENTIALE INTEGRABILE PRIN CUADRATURI

eql = x'[t] == ((¢"2x[t]"2)/(1 + t"2))

soll = DSolveleql, x[t], t]

2z 2
[t == tl-s-[:]?

2'[t] =
{{x[t] H—H—A%n[t]—c[l]}}

Observam din analiza exemplului de mai sus ca structura comenzii

DSolve este urmatoarea:

- primul argument al comenzii este ecuatia sau, in cazul dat, ecuatia

definitd anterior prin eq! sub forma normala, z'(¢t) = f(¢, x(¢)),
-al doilea argument este functia necunoscutd z(¢),
-al treilea argument este variabila independenta t.

Solutia am obtinut-o sub forma explicita. Daca rezolvam o ecuatie
cu conditie initiala, precizam conditia in comanda DSolve, in acolada
alaturi de ecuatie si obtinem solutia unica a problemei Cauchy.

solll = DSolve[{eql, x[0.5] == 1}, x[t], t]

{{ol0 - =it } }

Graficul solutiei obtinuta sub forma explicita il trasam cu ajutorul
comenzii Plot. Comanda contine functia, intervalul in care variaza
necunoscuta si, optional, PlotRange care ofera specificatii asupra in-
tervalului in care variaza coordonatele din grafic. In continuare de-
senam graficul solutiei determinate, expresia ei gasindu-se in locatia
sol11[[1,1,2]] din tabelul de date de iegire.

soll1[[1, 1, 2]]

1
1.03635—1.t4+ArcTan(t]

ggl = Plot[sol11[[1, 1, 2]], {t, 0.5, 5}, PlotStyle — RGBColor][0, 1, 0]]
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6L

Schimband conditia initiala, obtinem o alta solutie a carei grafic
este desenat mai jos.

sol12 = DSolve[{eql, x[0.5] == 4}, x[t], t]
{{x[t] - 0.28635271.1t+ArcTan[t] }}

sol12[[1, 1, 2]]

1
0.286352—1.t+ArcTan][t]

gg2 = Plot[sol12[[1,1,2]], {t,0.5,4}]

10

10

Show|[ggl, gg2]

Desenam ambele grafice pe acelasi sistem de coordonate, aceasta
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realizandu-se cu ajutorul comenzii Show:

"

2L

6k

In continuare prezentam si modul de rezolvare a aceleiasi ecuatii

diferentiale cu variabile separabile urméand pasii de rezolvare studiati

la cursul de ecuatii diferentiale:

-separam variabilele,
memsl[z ] = 1/x"2
memdl1[t_| =t"2/(t 2+ 1)
1
22

t2
142

-integram fiecare membru,
pl = Integrate[memsl1[x], x|
p2 = Integrate[memd1[t], t]
_1
t — ArcTanlt]

-scriem solutia generala,

sol3 =pl —p2==C
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—t — 1 + ArcTan[t] ==
Obtinem solutia sub forma explicita astfel:

Solve[pl — p2 == C, ¥]

1

Desenam graficul solutiei obtinuta sub forma implicita cu ajutorul
comenzii ContourPlot. Observam ca graficul solutiei scrisa sub forma
—t—1 4 ArcTan[t] == C pentru diferite valori ale lui C' este acelasi cu
graficul curbelor de nivel ale suprafetei —t—21 + ArcTan[t], grafic care se
traseaza cu ajutorul comenzii ContourPlot. Valorile lui C' pentru care
sunt trasate graficele sunt specificate in tabelul etichetat cval precizat
in optiunea Contours — > cval din ContourPlot.

sol31 = pl — p2;

cval = Table[C, {C, —4.,2.,0.5}]
{—4.,-3.5,-3.,-2.5,—2.,—1.5,—1.,-0.5,0.,0.5, 1., 1.5, 2.}
ContourPlot[sol31, {t,0.5,5}, {x, 1,7}, Contours — cval,

ContourShading — None]

7F

6

5[
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14.2 Ecuatii diferentiale omogene

Forma generala a unei ecuatii diferentiale de ordin intdi omogena este

a'(t) = f <T(t)> (14.2.2)

t

unde f este o functie continua si omogena de grad zero.
Alte forme ale ecuatiei omogene sunt

2'(t) = (14.2.3)

unde D este o multime nevida si deschisé din R? si P, Q :D — R doua
functii continue pe D, cu Q(t,z) # 0 pe D, omogene, avand acelasi
grad de omogeneitate in sens Euler, sau

P(t,z)dt — Q(t,z)dx = 0. (14.2.4)

Rezolvarea ecuatiei diferentiale de ordin Intadi omogena se face
efectuand schimbarea de functie

x(t) = tu(t) (14.2.5)
si se ajunge la o ecuatie cu variabile separabile.
Exemplul 14.2.1 Sa se determine solufia generald a ecuatiei

diferentiale
a(t) =20 gDt £ 0, 2(t) # KTtk € N.

Clear[x, t]

eqd = x'[t] == x[t]/t + Tan[x[t]/t]
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sol4 = DSolveleq4, x[t], t]
2'[t] == Tan [I[t]} + =1

Tt t

{{z[t] — tArcSin[e“l¢]}}

Exemplul 14.2.2 Si se determine solufia generald a ecuatiei

diferentiale:

x(t)
) x(t)
x(t):T—e t t#0,keN.
Sd se traseze graficul solutiei care satisface conditia initiald x(1) = 1.

Determinam solutia generald: definim ecuatia egd i utilizam
DSolve.
eqd = x'[t] == x[t]/t — Exp[x[t]/t]
sol5 = DSolveleqb, x[t], t]
{{z[t] — —tLog[-C[1] + Loglt]]}}

Impunem conditia initiald z(1) = 1 si determindm solutia particu-

lara.
sol5 = DSolve[{eqb, x[1] == 1}, x[t], t]
{{=[t] - —tLog % + Log[t]] } }

Observam ca solutia este definita pentru ¢ > 0.

Trasam graficul solutiei generale pentru diferite valori ale constan-
tei. Pentru aceasta punem in evidenta constanta C[1] din solutia gene-
rala. Formam un tablou cu solutiile obtinute pentru diferite valori ale

constantei gi astfel putem utiliza comanda ContourPlot.

sol = Log[t] — Exp[—x/t]
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—tLog [% + Log[t]]

sol51 = sol5[[1,1,2]] — x

—e~7 + Log|[t]

cvall = Table[C, {C, —5.,4.,0.5}];

ContourPlot[sol, {t, —2, 10}, {x, —1,5}, Contours — cvall,

ContourShading — False]

5F

4+

3k

Exemplul 14.2.3 Sa se determine solutia generald a ecuatiei
diferentiale omogene

rn 2%(t) 2
2'(t) = m,x +tx #0.
eq6 = x'[t] == x[t]"2/(tx[t] + x[t]"2);

DSolve[eq6, x[t], t]

{{xm Hd{u]}}

Folosind comanda DSolve, solutia obtinuta nu are o forma eleganta,

ceea ce ne sugereaza ideea de a urma pasii de rezolvare a ecuatiei omo-
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gene:
-definim cele doua functii ale caror omogeneitate trebuie verificata,

meml[t_, x| = x"2
mem2[t_, x_| = —x"*2 — xt
22

—tx — 2*

-verificam daca functiile sunt omogene de grad 1:

meml[at, a x| == ameml[t, ]
mem?2[at, a x] == Expand[amem?2[t, x]]
a’z? == az?

—a’*tr — a*z* == —atx — az?

Observam ca cele doua functii nu sunt omogene de grad unu.

Testam daca sunt omogene de grad doi.

meml[at, a x] == a"2meml1[t, x|
mem2[at, a x] == Expand[a"2mem?2[t, x]|
True

True

Cele doua functii sunt omogene de grad doi.
-scriem ecuatia diferentiala sub forma (14.2.4) unde simbolul Dt[t]
corespunde lui dt gi Dt[x] corespunde lui dx,

etal = meml[t, x]Dt[t] + mem2[t, x| Dt[x]
2?Dt[t] + (—tz — 2?) Dt[z]

-facem schimbarea de functie x(t) = tu(t).
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Clear[x,t,u]
x=1tu
tu

Facem observatia ca pentru buna desfasurare a programului trebuie
sterse valorile anterioare ale functiilor sau variabilelor, fapt realizat
prin comanda Clear. De aceea recomandam utilizarea comenzii, in
special Inaintea unor schimbari de variabile, pentru a evita obtinerea
unor rezultate eronate, dar si inaintea inceperii unor aplicatii noi care

utilizeaza aceleasi variabile.

eta2 = etal//ExpandAll

—t2u3Dt[t] — t3uDt[u] — t3u*Dt[u]

-grupam termenii relatiei anterioare dupa Dt[t] si Dt[x] cu ajutorul
comenzii Collect §i transformam ecuatia intr-o ecuatie cu variabile se-
parabile. Pentru a rezolva ecuatia o impartim prin t3u?, elemente care
se afli In locatiile tabelului de iegire etad gi anume in eta3[[2,1]] si
eta3[[1,3]]

etad = Collect[eta2, {t, Dt[t], Dt[u]}]
—t2*Dt[t] + 3 (—u — u?) Dt|u]

-integram ecuatia cu variabile separabile. Pentru aceasta utilizam
comanda Apart care descompune o functie rationald in fractii simple,

iar comanda Cancel simplifica factorii comuni din fractii.

etad = Cancel[Apart[eta3/(eta3[[2, 1]]eta3[[1, 3]])]]

Dtff]  (1+w)Dt[u]
2

t u

etad[[1, 1]]
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etad[[1, 2]]
—1

term1 = Integrate[etad[[1, 1]]etad[[1, 2], ]

—Log][t]

etad[[2, 1]]

etad][2, 2]

etad[[2, 3]]

~1

14+u

term2 = Integrate[etad[[2, 1]jetad|[2, 2]]etad][2, 3]], u]

1 — Log|u]

Revenim cu schimbarea de variabild u = ¢ pentru a obtine solutia

generala a ecuatiei initiale.

Clear|u, x, t]

u=x/t

T

T

terml == —term2 + C

—Loglt] == C — L + Log [%]
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14.3 Ecuatii cu diferentiala totala exacta

Fie D o multime nevid# si deschiss din R? si P, Q :D — R doua functii
de clasi C! pe D, cu Q(t,z) # 0 pe D. O ecuatie de forma

P(t,2(8))dt + Q(t, x(t))dz(t) = 0. (14.3.6)

se numeste ecuatie cu diferentiala totalad exacta daca membrul intai

este diferentiala unei functii F, adica satisface conditia

0 oP
aif(t,x) = 5 (to),(ta) € D. (14.3.7)

Solutia generald este definita implicit de F(¢,z(t)) = C.

Exemplul 14.3.1 Sa se determine solutia generald a ecuatiei
diferentiale
(et +a(t)+sinz(t))dt+(e* D+t +t cos x(t))dz(t) = 0, e*+t+t cosx #

Definim ecuatia si utilizam comanda DSolve.
ec7 = —(Exp[t] + x[t] + Sin[x[t]]) /(Exp[x[t]] + t + tCos[x[t]]);
DSolve[ec7, x[t], t]

—e!—Sin(z[t]]—z[t] |

DSolve |: exltl+t+tCos[z[t]] ’ ‘E[t]’ t]

Se observa ca aplicarea comenzii DSolve nu a avut succes, a fost re-
scrisa ecuatia. Pentru a o rezolva urmarim pagii corespunzatori acestui
tip de ecuatie.

-definim cei doi membrii ai ecuatjiei si verificam conditia (14.3.7).
p[t-, x| = Exp[t] + x + Sin[x]
qlt_,x] = Exp[x] + t 4 tCos|[x]
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e' + x + Sin[z]

e 4t + tCos[z]

D[p[t, XL X] - [q[tv X]’ t]
True

-integram unul din cei doi membrii, de obicei cel a carui integrala

se poate calcula mai usor,
etl = Integrate[p[t, x|, t]
e’ + tx + tSin[x]

-adunam o functie care depinde numai de z, functia g(z), deoarece
integrarea s-a facut in raport cu variabila ¢. Determinam functia g.
Pentru aceasta derivam in raport cu x, egalam cu celalalt membru al
ecuatiei, obtinem valoarea lui ¢’ si integram expresia obtinuta

et2 = Dletl + g[x], x]
t + tCos[z] + ¢'[z]
et3 = Solve[et2 == q[t, x|, g'[x]]
{g'[z] — e}}
etd = Integrate[g[x]/.et3[[1]], ]
oF

-scriem solutia generala,
solgen = etl + etd ==
e + e* + to + tSin[z] ==
solgen[[1]]
et + e + tx + tSin|x]
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Observim ci in acest caz, curbele de nivel ale functiei ef + e* +
tz + sinx corespund cu graficele solutiei €' + e* + tx + sin(z) = C
pentru diferite valori ale lui C. Rezulta ca putem utiliza comanda
ContourPlot pentru a trasa graficele. Construim tabelul cval2 utilizat

in ContourPlot.
cval2 = Table[C, {C, —5.,4.,0.5}];
ContourPlot[solgen][[1]], {t, —2, 2}, {x, —Pi/2,Pi/2}, Contours — cval2,

ContourShading — None]

15[,
1.0>
0.5
0.0}
-0.5f
-1

NA

-2 -1 0 1 2

o

14.4 Ecuatia diferentiala de ordin intai liniara

O ecuatie diferentiald de ordin intai liniara este o ecuatie de forma
2 (t) = a(t)x(t) + b(t) (14.4.8)

unde a,b : I — R sunt functii continue pe I. Daca b = 0 pe I ecuatia

se numeste liniara gi omogena, iar in caz contrar liniara si neomogena.

Solutia generald a ecuatiei (14.4.8), in conditiile in care a,b: 1T — R
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sunt functii continue pe I, este de forma:
x(t,C) = el o)t (c+ / b(t)e a<f>dtdt> (14.4.9)

Exemplul 14.4.1 Sa se determine solutia generald a ecuatiei
diferentiale:
2'(t) = z(t)ctgt + 2t sint

si sa se traseze graficele pentru diferite valori ale constantei.

Determinam solutia generala cu ajutorul comenzii DSolve.
Clear[x, t, u]
ec8 = x'[t] == x[t]Cot[t] + 2tSin[t];
sol8 = DSolve[ec8, x[t], t]
{{z[t] — t*Sin[t] + C[1]Sin[t]} }
sol8[[1, 1, 2]]
t2Sin(t] + C[1]Sinl[t]
Pentru a trasa graficele prntru diferite valori ale constantei definim
solutia ca o functie de C' .
y[C_] = t2Sin[t] + CSin|[t]
CSin[t] + ¢*Sin]t]

Se face un tabel cu solutiile ecuatiei diferentiale pentru diferite va-
lori ale constantei C. In acest caz constanta C ia valori intre -5 si b, cu
pasul 1.

solg = Table[y([C], {C, —5,5,1}];
Plot[Evaluate[solg|, {t, —Pi, 2Pi}, AxesOrigin — {0, 0}]
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14.5 Ecuatii diferentiale care admit factor inte-

grant

In general dac conditia (14.3.7) nu este satisficutd, ecuatia (14.3.6)
poate fi redusa, In anumite cazuri, la o ecuatie cu diferentiala exacta.
O metoda de reducere a ecuatiei (14.3.6) la o ecuatie cu diferentiald
totala exacta este metoda factorului integrant.

Daca ecuatia (14.3.6) nu este cu diferentiala totald exacta, se cauta
o functie p : D CR? — R, de clasa C' cu u(t,z) # 0,V(t,z) € D,
numita factor integrant, astfel incat ecuatia

w(t, z)P(t, z)dt + u(t, z)Q(t, x)dz = 0
sa devina o ecuatie cu diferentiala totala exacta.

Pentru a determina un factor integrant calculam expresia

5 (tl, 5 (gI;(t,x) - 85@,@) . (14.5.10)

Dacé expresia obtinuta este numai functie de ¢, o notam cu f(¢). In
acest caz putem determina un factor integrant p ca functie numai de
variabila ¢. El este solutie a ecuatiei diferentiale p/(t) = f(¢)u(t). Daca

(14.5.10) nu este numai functie de ¢, incercam cea de a doua varianta.
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Calculam expresia
1 oQ oP
— (= ,2) - =(t, 14.5.11
pi (- gien) s
Daca expresia obtinutd este numai functie de z, o notadm cu g(x).
In acest caz putem determina un factor integrant jp ca functie numai

de variabila z. El este solutie a ecuatiei diferentiale p'(z) = k(x)u(z).

Nu luam in considerare alte situatii.

Exemplul 14.5.1 Sa se determine solutia generald a ecuatiei
((t) +1Int)dt— tdx(t) = 0,t > 0.

Daca scriem ecuatia de forma
x(t) + Int

i - 20

ecuatia poate fi privita ca o ecuatie de ordin Intai liniara si se rezolva

in cele ce urmeaza.

ecl0 = x'[t] == (x[t] + Log[t])/t
DSolve[ecl0, x[t], t]

2 [t] __ Log[tl+x[t]

{{x[t] — tO[1] + ¢t (—% - L‘%g“]) }}

Aceeasi ecuatie poate fi privita si ca o ecuatie diferentiala de forma
(14.3.6). Se pun in evidenta cei doi membrii si se verificd conditia
(14.3.7).

ms[t_, x_| = x + Log|[t]
md[t_,x] = —t

x + Log]t]

—t
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D[ms[t, x|, x| == D[md[t, x], t]
False

Nu este o ecuatie cu diferentiala totala exacta. Se incearca deter-

minarea unui factor integrant de forma(14.5.10)

ff[t_] = (D[ms[t, x|, x] — D[md[t, %], t])/md][t, x]

2

t
Expresia calculata este numai functie de ¢. Determinam factorul

integrant.

DSolve[{mi'[t] == mi[t]fI[t], mi[1] == 1}, mi[t], t]

{milt] — }}

miuft_]:=1/t"2

msfet_, x| = (x + Log[t])miu[t]

mdfc[t_, x| = —tmiu[t]
z+Loglt]
$2
_1
¢
D[msfc[t, x|, x] == D[mdfc[t, x], t]
True

Ecuatia astfel obtinuta este o ecuatie cu diferentiala exacta. Urmam
aceeagi pasi ca la ecuatia cu diferentiala exacta.

et10 = Integrate[msfc[t, x|, t]

et20 = D[et10 + g[x], x|
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— + 9zl

et30 = Solve[et20 == mdfc[t, x|, g'[x]]
{{g'[z] = 03}

et40 = Integrate[g'[x]/.et30[[1]], %]

0

solgen = et10 + etd) == C
1 _ =z _ Loglt] _ _

Tt tg ==C

cvald = Table[C, {C, —5.,4.,0.5}];
ContourPlot[et10 + et40, {t, 0.1, 3}, {x, —3, 3}, Contours — cval4]

3F

05 10 15 20 25 3.0

14.6 Traiectorii ortogonale

Reamintim ca doua drepte, d; § do care au pantele m; § ms sunt per-
pendiculare (ortogonale) dacd pantele lor satisfac relatia m; = meQ.
Analog, doua curbe C si Cs sunt ortogonale intr-un punct daca tan-
gentele lor in punctul respectiv sunt perpendiculare.

Punem problema de a determina traiectorii in plan ortogonale pe

curbe date.
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Exemplul 14.6.1 Sa se determine traiectoriile ortogonale familiei de
curbe
2?2 —y*=C.

Urmarim urmatorele etape:
-determinam ecuatia diferentiald satisficuta de familia de curbe
data,

Clear[x, t, v, u]
soll = Solve[D[x"2 — y[x]"2 == C, %], y'[x]]

{wtel = 3})

-determinam ecuatia diferentiala satisfacuta de familia de traiectorii
ortogonale, ¢/ (z) = z/y(x),
soll][1, 1, 2]]

€T

yla]
ort2 = —1/sol1][1, 1, 2]]

ylz]

-rezolvam ecuatia diferentiala cu variabile separabile determinata,
y'(x) = z/y(x),
ddl = DSolve[y'[x] == ort2, y[x], %]

({-21)

Familia de traiectorii ortogonale pe z2 — 3% = C este zy = C1.

Trasam graficele pe acelasi sistem de axe de coordonate.
cvalbl = Table[c, {c, —5.,4., 1}];
d1 = ContourPlot[yx, {x, —6, 6}, {y, —4, 4}, ContourShading — False,
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Contours — cval51];

d2 = ContourPlot[x"2 — y"2, {x, —6, 6}, {y, —4, 4},
ContourShading — False,

Contours — cvalb1];

Show[d1, d2]

N L L I L B s

Exemplul 14.6.2 Sd se determine traiectoriile ortogonale curbei x* —
day(z) + y?(z) = C.
Urmarim etapele din exemplul anterior.
Clear[x, t, v, u]
solll = Solve[D[x"2 — 4x y[x]| + y[x]"2==C, x|, y'[x]]
! x—2y[z]
{521}
sol11[[1, 1,2]]

z—2y[z]
2z—ylz]
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ort21 = —1/so0ll11[[1, 1, 2]]

_ 2z—y[x]

z—2y[z]
y'[x] == ort21

’ __ 2z—y[a]
Ylz] == T—2y[z]

Ecuatia diferentiala obtinuta, o ecuatie omogena, nu poate fi rezol-

vata cu ajutorul comenzii DSolve. Ecuatia diferentiala obtinuta este

U/(I) _ y(l’) -2z

o —2y(2)
Se urmaresc pasii de rezolvare a acestui tip de ecuatie, prezentati
x
anterior: se face schimbarea de variabila u(z) = M, se obtine o
x
ecuatie cu variabile separabile,
1—2u dz
———du = —,
2(u? —1) x
se integreaza,

—In(l—wu)—3/4In(1+u)=Inz+InC
si se revine la vechile variabile,

C = a/lz|((x - y)(z +y)*)/"
Solve[xu’ +u==—(2 —u)/(1 — 2u),u’]

’ 2(71+u2)

u = - (—142u)x
integl = Integrate[(1 — 2u)/(2(u"2 — 1)), u]
1(—~Log[l — u] — 3Log[1 + u])
integ2 = Integrate[1/x, x|
Log]z]
Clear[x, t, v, u]

u=y/x
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u
etap = integl

~iLog[1 ] - fLog[1+2]

solgen = integ2 — etap == Log]C]

Loglz] 4 § (Log [1 — ¥] + 3Log [1 + £]) == Log[(]

Solve[integ2 — etap == Log]c], c|

{{emaizy (22}

Am obtinut solutia generala. Am explicitat constanta ¢ pentru a

putea trasa graficele folosind comanda ContourPlot.

cvalb = Table[c, {c, —5.,4.,1}];
gpl = ContourPlot[x"2 — 4x y + y"2, {x, —6,6}, {y, —4, 4},

ContourShading — False, Contours — cvalb];

gp2 = ContourPlot[x/Abs[x] ((x — y)(x + y)"3)"{1/4}, {x, —6, 6},

{y, —4, 4}, ContourShading — False, Contours — cvalb|;

Show[gp1, gp2]
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4H ,
2r / .
==
==
=
O |- -
2K
g
Ll / ]
’,/
-4k 1 P E— L L L In|
-6 -4 -2 0 4 6
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Ecuatii diferentiale liniare de ordin n cu coeficienti constanti

O ecuatie diferentiala liniara de ordin n cu coeficienti constanti este o

ecuatie de forma:
2™ () 4+ ayz™ V(@) + - F a2’ () + anz(t) = f(1)  (15.0.1)

unde ay, as,..., a, € R, f este o functie continua de la un interval
nevid deschis I in R, iar z € C™(I, R) functia necunoscuta.

Solutia generald a ecuatiei (15.0.1) este formatd din suma dintre
solutia generala a ecuatiei omogene si o solutie particulara a ecuatiei

neomogene, adica de forma

n

z(t,cry ., 0p) = Zcixi(t) +x,(t);¢; € Ryi=1,n, (15.0.2)

i=1

unde x1, T, . .., T, sunt n solutii liniar independente ale ecuatiei omo-
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15. ECUATII DIFERENTIALE LINIARE DE ORDIN N CU COEFICIENTI CONSTANTI

gene iar x, este o solutie particulara a ecuatiei neomogene.

Exemplul 15.0.3 a) Sd se verifice cd functiile {e3

liniar independente.

ce b et sunt

b) Sd se determine solufia generald a ecuatiei
x”(t) + 32" (t) — 2/ (t) — 3z(t) = 0.

a) Verificarea liniarei independente se face calculand wronskianul
acestor functii.

linial = {Exp[—3t], Exp[—t], Exp[t]}
linia2 = D[linial, t]

linia3 = D[linia2, t]

{e73t et et}

{=3e73t —e~t e}

{9e73 et e}

matw = {linial, linia2, linia3};

matw//MatrixForm

9e73t et ¢
wrons = Det[matw]

163
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Deoarece wronskianul este diferit de zero pe mult{imea numerelor
reale, rezulta ca functiile sunt liniar independente.

b) Rezolvim ecuatia.
ecnd = x7'[t] + 3x7[t] — ¥'[t] — 3x[t] ==
DSolve[ecn3, x[t], t]
—3z[t] — 2'[t] + 32"[t] + 2®[t] == 0
{{z[t] = e C[1] + e7'C[2] + €' C[3]}}

Impunem conditii initiale gi obtinem solutia unica a problemei
Cauchy.

2" (t) + 32" (t) — 2'(t) — 3z(¢t) = 0,
z(0) =0,2'(0) = 1,2"(0) = —1.
ecn2 = x"7[t] 4+ 3x"[t] — ¥'[t] — 3x[t] == 0;
sol2 = DSolve[{ecn2, x[0]==0, x'[0]==1,%x"[0]== — 1}, x[t], t]
{{=[t] = g7 (-1 —2e* + 3¢*)} }
Trasam graficul solutiei determinate.
Plot[x[t]/.s012, {t, 0, 2}]

2.5¢
2.0f
15¢
1.0

0.5f

05 1.0 15 20
Prezentam exemple de rezolvare a ecuatiilor diferentiale omogene

clasificate dupa natura radacinilor polinomului caracteristic.
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Cazul radacinilor reale si distincte este prezentat in exemplul 15.0.3.

Exemplul 15.0.4 Sa se determine solutiile generale ale ecuatiilor
a) 2" (t) — 32" (t) + 32'(t) — z(t) = 0.
b) :U(V)(t) —2IV)(t) — 2 (t) + 2(t) =0, 2"(t) —2"(t) + z(t) = 0.
c¢) xTV)(t) 4 22" (t) + 2(t) = 0.

a) cazul radacinilor reale gi multiple,
ecnd = x7’[t] — 3x”[t] + 3x'[t] — x[t] == 0;
DSolve[ecn4, x[t], t]
{{alf] — ¢'Cl1] + €C[2) + 203}
b) cazul riadacinilor complexe simple,
ecnb = x77'[t] — x77[t] — ¥'[t] + x[t] == 0;
DSolve[ecn5, x[t], t]
{{z[t] — e 'C[3] + 'C[4] + "tC[5] + C[1]Cos[t] + C[2]Sin[t]}}
eqnbl = x77[t] — x"[t] + x[t] == 0;
DSolve[eqn51 x[t], t]
{{x[ ] — *2C[2]Cos [£] + e—*2C[4]Cos [£] + e—*2C[1]Sin [&] +
&7 C[3]Sin [¢] }}
¢) cazul radicinilor complexe multiple,
eqnd = x77[t] + 2x7 [t] + x[t] == 0;
DSolve[eqn5, x[t], t]
{{z]t] — C[1]Cos[t] + tC[2]Cos[t] + C[3]Sin[t] + tC[4]Sin[t]} }
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Exemplul 15.0.5 Sa se rezolve ecuatia neomogend de mai jos $i sd se
traseze graficul solutiei problemei Cauchy.

2 (t) + x(t) = %,t £ (2 + 1)%.
z(0) = 1,2'(0) = 0.

ecn6 = x”[t] + x[t] == 1/Cos][t];

sol6 = DSolve[{ecn6, x[0] == 1,%'[0] == 0}, x[t], t]
{{z[t] — Cos[t] + Cos|t]Log[Cos[t]] + tSin[t]}}
Plot[x[t]/.s0l6, {t, 0,40}

401

301

20
10 / /
= L 4 L I L L L L I L L L L I L L L L I
10 20 30 40
-10F

_20F

—30F

Analiza graficului ne permite sa tragem concluzii asupra multimii

pe care ecuatia diferentiala nu are solutii.

Exemplul 15.0.6 Sa se rezolve ecuatiile diferentiale neomogene si sa
se traseze graficele in cazurile ¢), d) si e).

a) 2IV)(t) — 42" (t) = 812,

b) 2" (t) — 6/ (t) + 9z(t) = t?e*,

c)z"(t) + %az(t) = cosec %, t # 2km,

d) 2"(t) + x(t) =tgt, t# (2k+1)7n/2,

(
¢) (1) +2(t) = cos 2tv/cos 2t
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15. ECUATII DIFERENTIALE LINIARE DE ORDIN N CU COEFICIENTI CONSTANTI

a) ecn? = x""[t] — 4x"[t] == 8t"2;
DSolve[eenT, x[t], t]
{{zlt] = § (=32 = t* + 22 C[1] + 2e72C[2]) + C[3] + tC[4]} }

b) ecn8 = x”[t] — 6x'[t] + 9 x[t] == t"2Exp[3t];
DSolve[ecn8, x[t], t]
{{zlt] = He¥tt + O] + ¥C[2]} }

c) ecn9 = x”[t] + 1/4x[t] == Csc[t/2];
sol9 = DSolvelecn9, x[t], t]
{{alt] - Cl1]Cos4] + Cl2Sin[4] — 2(tCos[4]
~2Log[Sin[4]JSin[2])}}
mgraf = Table[sol9][[1, 1, 2]]/.{C[1]->i,C[2] — j},{i,—5, 10,5},
{4, —5,10,5}];
Plot[Evaluate[mgraf], {¢,0, 15}]

40+

.
10
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Observam ca ecuatia nu are solutie pe intervalul pe care In(sin(¢/2))
nu este definit.

d) Clear[C1,C2,x,t,ul,u2]

ecnll = x”[t] + x[t] == Tan[t];

sol11 = DSolve[{ecnl1, x[0] == 0, %'[0] == 0}, x[t], t]

{{z[t] — Cos[t]Log[Cos[}]

— Sin[£]] — Cos[t]Log[Cos[£] + Sin[£]] +Sin[t]}}

sol11[[1, 1, 2]]

Cos[t]Log [Cos [£] — Sin [£]] — Cos]t]Log [Cos [£] 4 Sin [£]] + Sin{]
mgrafl = Table[sol11[[1, 1, 2]]/.{C[1]->1,C[2] — j},{i,—1,1,1},

{ja -1,1, 1}]7

Plot[Evaluate[mgrafl], {t, 0, 35}]

1.0

0.5¢

-0.5}

-1.0-

e) Clear[x, t,ul,u2,x1,x2]
ecnl2 = x7[t] + x[t] == 1/(Cos[2t|Sqrt[Cos[2t]]);
DSolve[ecnl2, x[t], t]
{{x[t] — C[1]Cos[t] + C[2]Sin[t] 4 ~CeslLtSinl? }}

Cos[2t]
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15. ECUATII DIFERENTIALE LINIARE DE ORDIN N CU COEFICIENTI CONSTANTI

Rezolvam ecuatia folosind metoda variatiei constantelor:
-rezolvam ecuatia omogena, verificam daca solutiile gasite formeaza
un sistem fundamental de solutii si scriem solutia generala a ecuatiei

omogene,
ecnld = x”[t] + x[t] == 0;

DSolve[ecnl4, x[t], t]

{{=[t] — C1]Cos[t] + C[2]Sint]}}

wron = Det[{{x1[t],x2[t]}, {x1'[t], x2'[t]} }]//Simplify
1

-aplicam metoda variatiei constantelor, rezolvam sistemul cores-

punzitor,
£[t-] = 1/(Cos[2t]Sqrt[Cos[2t]])

x1[t-] = Cos[t]

x2[t_] = Sin[t]

Coslt]

Sin|t]

sol14 = Solve[{x1[t]ul’[t] + x2[t]u2’[t] == 0,x1'[t]ul’[t] + x2'[t]
u2[t] == £[c]}, {ul'[¢], u2[¢]}]

Sinl[t] Cos|t]
{{ul'[ﬂ - _COS[zt}S/Z(cos[t]2+sm[t]2)’UQIW 7 Cos[20372(Cos[{2+Sm[]2) }}
-integram solutiile sistemului,
soll4[[1, 1, 2]]
sol14[[1, 2, 2]]
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o Sin[t]
Cos[2t]3/2(Cos[t]2+Sin[t]2)
Coslt]
Cos[2t]3/2(Cos[t]2+Sin[t]2)

ul[t_] = Integrate[soll14[[1, 1, 2]], t]

u2[t-] = Integrate[sol14[[1, 2, 2]], t]

Coslt]
Cos[2t
Sin|[t]
Cos[2t]

:

-scriem solutia generala,
solgenl = x[t] = C[1]x1[t] + C[2]x2[t] + x1[t]ul[t] + x2[t]u2[t]
//Simplify
C[1]Cos[t] — 1/Cos[2t] + C[2]Sin]t]

-trasam graficul solutiei pentru diferite valori ale constantei,
mgraf2 = Table[x[t]/.{C[1]->1,C[2] — j}, {i,—1,4,3},{j,—1,5,3}];
Plot[Evaluate[mgraf2], {t, 0,25}

Aproximari numerice pentru solutiile ecuatiilor diferentiale se pot
obtine cu ajutorul comenzii NDSolve. Aceasta comanda se foloseste
daca nu s-a putut gasi solutia ecuatiei diferentiale cu ajutorul comenzii

DSolve sau cu metode specifice teoriei ecuatiilor diferentiale combinate
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cu Mathematica. Utilizand aceasta comanda se obtine o aproximatie
a ecuatiei diferentiale pe intervalul pe care dorim. Este indicat sa se
studieze 1n prealabil existenta si unicitatea solutiei ecuatiei pe intervalul
specificat. Rezultatul aproximarii este dat in termenii de Interpolat-

mgFunction.

Exemplul 15.0.7 Sa se aprozimeze solutia ecuatiei diferentiale
2'(t) = sin(2t — z(t)), z(0) = 1.
Sa se traseze graficul solutei aprozimative $i sa se calculeze valoarea

in punctul t = —0.5.

Analizam existenta si unicitatea sulutiei. Consideram domeniul

[—2,2]x] — 1,1]. Functia din membrul al doilea, f(t,z) = sin(t — z),
oy of(ta) _

este continua pe [—2,2] x [—1,1]. Deoarece % = —cos(t — z),

| % |< 1 atunci functia f satisface conditia Lipschitz avand con-

stanta egala cu 1. Solutia ecuatiei diferentiale exista si este unica pe

intervalul [—1, 1], min{2,1} = 1.

sol0 = NDSolve[{x'[t] == Sin[2t — x[t]], x[0] == 1}, x[t], {t, —1,1}]
{{z[t] — InterpolatingFunction[{{—1.,1.}}, <>][t]}}
Plot[x[t]/.s0l0, {t, —1, 1}]

-1.0 -0.5 0.5 1.c
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Se poate obtine si valoarea solutiei aproximative intr-un punct prin

secventa

approxSolution = x[t]/.NDSolve[{x'[t] == Sin[2t — x[t]], x[0] == 1},
z[t], {t, —1, 1}, WorkingPrecision — 25]/.t — —0.5

{1.45023}
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16

Sisteme diferentiale de ordin intai cu coeficienti constanti

16.1 Rezolvarea sistemelor diferentiale liniare de

ordin intai cu coeficienti constanti

Forma generala a sistemelor diferentiale liniar de ordin intai cu

coeficienti constanti este:
y1(t) = anyi(t) + araya(t) + -+ + arpyn(t) + b1(t)

Ya(t) = aiyi(t) + azyz(t) + -+ - + aznyn(t) + ba(t)
(16.1.1)

y;z(f) = Un1Y1 (f) + an2y2 (t) +eee annyn(t) + bn(t)
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unde a;; € R,Vi,j = 1,n,1 C Riar y; € CY([,R),7 = 1,n, sunt functii
necunoscute. Sistemul poate fi scris scris matriceal de forma:
y'(t) = Ay(t) + b(t). (16.1.2)

unde A = (a;5)

n componente, b este un vector de functii care reprezinta termenii

i.j=Tn este matricea sistemului, y, b vectori coloana cu

care dau caracterul de neomogeneitate a sistemului iar y este vectorul
fuctiilor necunoscute.

Exemplul 16.1.1 Sa se determine solutia generala a urmdtoarelor

sisteme omogene $i neomogene:

2(t) = w(t) — y(t) + =(¢)

b)
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CONSTANTI

d) y'(t) = —y(t) —2(t) +t >

2'(t) =22(t) + 4

Utilizam comanda DSolve pentru rezolvarea sistemelor. Sistemele
sunt scrise Intr-o acolada in cadrul comenzii DSolve. Solutia este

obtinuta sub forma generala.
a) DSolve[{x'[t] == x[t] — y[t] + z[t],
y'[t] == x[t] + y[t] - z[t],
2/[t] == 2x[t] - y[t]}, {x[t]. y[t]. z[t]}, t]//Simplify
{{x[t] = e *((1 + 3e 4 2e®*)C[1] — (—1 + e*)(e**(6C[2]

|
S
Q

3]) —c[3] —e*c[3))),
(
((—5 + 3e* 4 2e®*)C[1] 4 e**(6C[2] — 3C[3]) + 5C[3]+
3 (—6C12] + 4C[3)))}

“H((—1 + e**)C[1] + e**(2C[2] — C[3]) + C[3]),
~t((—
b) solsist2 = DSolve[{x'[t] == 2 x[t] + y[t] + Exp[t],

yt] == —2x[t] + 2t}, {xt], y[t]}, ]/ /Simplity
{{x[t] — 1+ e +t + e*C[1]Cos[t] + e*(C[1] + C[2])Sin]t],
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y[t] = —1 — 2e* — 2t 4 e*C[2]Cos[t] — e*(2C[1] + C[2])Sin[t]}}

Sistemele pot fi rezolvate si utilizand faptul ca solutia generala este
de forma

t
y(t) = ety 4 / DAY (u)du, Vi € 1. (16.1.3)
to
Rezolvarea se face calculand matricea exponentiala si utilizand for-
mula:
etA = petd p—1
unde P este matricea modald iar J este forma Jordan (evident, poate
fi gi forma diagonald).
¢) Etapele parcurse pentru rezolvarea sistemului diferential omogen:

-definim matricea sistemului,

ma = {{71, 1, 1}, {1, -1, 1}, {17 1, 1}};
-calculam matricea modala P si forma Jordan J, folosind comanda

JordanDecomposition. Am pus In evidentd matricele modale gi ma-

tricea Jordan.
{P, J} = JordanDecomposition[ma]

{{{_1’ -1, 1}7 {17 _17 1}’ {07 L, 2}}7 {{_27 07 0}7 {0’ -1, 0}7 {07 0, 2}}}

P//MatrixForm

-1 -1 1

1 -1 1

0o 1 2
J//MatrixForm
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CONSTANTI

-2 0 0
0 -1 0
0 0 2

-calculam e'A = Pet/ P,

mexp = P.MatrixExp[tJ].Inverse[P];

mexp//MatrixForm
e | et e 1,-2t | et | e et | X
5 T3 T 26 T T 5 T3
1,-2t | et | ¥ e ettt e et e
26 T TS 5 T3 TS 5 T3
ety et ety e ety 2%
5t 3 5 T3 5t 53

-scriem solutia generala,
c = {cl,c2,c3};

solgen = mexp.c//MatrixForm

1 — e*t e?t 672t e*t th e*t e‘zt

cl (—5e 2t+7+?)+c2( . +7+7) +c3(—7+?)
e*t eZt e*t eZt e*t 2€2t

d) Pentru sisteme neomogene se parcurg etapele anterioare gi in

¢

plus calculdm [ el'=*Ab(s)ds.
to

Clear[mal, b1, P1,J1, mexpl]

mal = {{O’ -1, 0}7 {07 -1, *1}7 {*1, 1, 72}};
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b1ft-] = {0,¢,0};
{P1,J1} = JordanDecomposition[mal];
P1//MatrixForm
1 1 1
1 0 0
0 -1 0
J1//MatrixForm
-1 1 0
0 -1 1
0 0 -1

mexpl[t_] = P1.MatrixExp[tJ1].Inverse[P1];

%/ /MatrixForm
b oty 142 —ty _ 1.—t2 1 —t,2
et te it 5eT T —eTt—ge't et
142 —t 1 —t42 g 1ty
et et —ge —e't+ et
—e 7l e it et —e

tl = Integrate[mexpl[t — s].bl[s], {s,0,t}]
{5—2t—1e(10+¢t(6+1),2— e (2+ )%, —2+t+e'(2+1)}
%/ /MatrixForm

-scriem solutia generala,
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CONSTANTI

5—2t— e (104 t(6 + 1))
2— e (241)?
—2+t+eH(2+1)
c = {cl,c2,c3};
solgen = mexpl|[t].c;
%/ /MatrixForm
1e3e7 2 + 2 (—e7ft — Je7Mt?) el (et + et + L)
tele 2 +c2 (et — 1e7t?) 4¢3 (—e 't + se7't?)
—cle 't +c2e 't +c3 (et —e't)
ss = solgen + tl;
//MatrixForm
5—2t+ 4c3e7? + 2 (—eft — e el (et + et + Le ) —
—3e (10 + (6 + 1))

24 dcle™? — Le7' 2+ )2 + 2 (et — Le7?) + e3 (—e it + fe7t?)

—2+4t—clet+c2et+e ' (2+t)+c3 (et —e't)
d) ma2={{-1,1,1},{1,—1,1},{1,1,1} };
b2t ] = {Explt], Expl3t], 4};
{P2,J2} = JordanDecomposition|ma2]

{{{71a -1, 1}7 {1’ -1, 1}’ {07 L, 2}}7 {{727 0, 0}7 {0’ -1, 0}7 {07 0, 2}}}
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P2/ /MatrixForm
-1 -1 1
1 —-11
0 1 2
J2//MatrixForm
-2 0 0
0 -1 0
0 0 2

mexp2[t_] = P2.MatrixExp[tJ2].Inverse[P2];

mexp2[t]|//MatrixForm

fgl[s_, t_] = mexp2[t — s].b2[s];

%/ /MatrixForm
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o35 (eT*t — Le2-sto) 4 %62(731%)) Les (% +le2st0) 4 éez(fsm)
14 ( ety Le2(- s+t)>

o (es—t — Lem2(s+0) 4 %62(—s+t)) 1B <% + o205t 4 é€2(—s+t)>

14 ( ety Le2(- s+t)>
s es”t 1,2(—s s es”t 1,2(—s
e (5 3] et (g et
+4 ( + 262(—S+t))
t2 = Integrate[fgl[s, t], {s,0,t}];
%/ /MatrixForm

a5 (=120 — e 4 65e " + 10’ 4 40e* + 9¢*)
o (=120 4 4e% + 65¢7" — 10¢’ + 40e* 4 21¢*)
& (—13e" — 6e’ + 16e* + 3¢™)
c ={cl,c2,c3};

solgen = mexp2[t].c;

%/ /MatrixForm

2(-fet+ g ) el (Frg )+ (-5 +5)

cl (—fe_Qt +et 4 %) +c2

cfi czt eft 62t eft 262t

ss = solgen + t2;
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e) ma2l = {{2,1,3},{0,2,—1},{0,0,2}};
b21[t.] = {Exp[t], Exp[—2t], 4};
{P21,J21} = JordanDecomposition[ma21]

{{{1,0,0},{0,1,3},{0,0,—-1}},{{2,1,0},{0,2,1},{0,0,2} } }
P21//MatrixForm

00 —1
J21//MatrixForm

210

021

00 2

mexp21[t_] = P21.MatrixExp[tJ21].Inverse[P21];
mexp21[t]//MatrixForm

e?t €2tt 362tt _ %BQttQ

fgl1[s_, t] = mexp21[t — s].b21[s];
%/ /MatrixForm
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esT2(mstt) o= 2s2(=stt) (g 4 )4
+4 (362(—s+t)(_8 +1) — %eQ(—s+t)(_S + t)Q)

e~ 25H2(=s+t) _ 462(—s+t)(_s +1)

462(_S+t)

t21 = Integrate[fgll[s, t], {s,0,t}];
%/ /MatrixForm
76 (56 + €72 — 16e" + e (—41 + 4(29 — 4t)t))
—1+ e*(1 — 2t) + Cosh|[t]Sinh[{]

2(—1+e?)

cs = {cl,¢2,c3};
solgen21 = mexp21[t].cs;
%/ /MatrixForm

cle? + c2e?t + c3 (362tt — %e%ﬁ)
c2e? — c3e?t

c3e?t

s21 = solgen21 + t21//MatrixForm
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cle? + c2et + ¢3 (3e*t — Le?'t?) +
i (56 + €72 — 16et + e (—41 + 4(29 — 41)1))

—1+ c2e* 4 e*(1 — 2t) — c3e*t + Cosh|[t]Sinh][t]

c3e? +2(—1+e*)

16.2 Studiul punctelor singulare

Studiul punctelor singulare va fi facut pentru sisteme de forma

Z'(t) = ax(t) + by(t)

(16.2.4)
y'(t) = ca(t) + dy(t).
Aceste sisteme, provenite din ecuatia diferentiala
d b a b
ay _areoy £0, (16.2.5)

der cx+dy . d
au fost studiate de Poincaré si constituie un model pentru cercetarile
calitative asupra ecuatiilor diferentiale.

Clasificarea punctelor singulare, prezentata mai jos a fost formulata
tot de Poincaré. Studiul punctelor singulare 11 vom face pentru sistemul
(16.2.4) deoarece devine mai transparenta legatura dintre comportarea
curbelor integrale 1n jurul punctelor singulare si stabilitatea solutiei ba-
nale pentru sistemul studiat. Analiza o vom face in functie de radacinile
ecuatiei
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det = 0. (16.2.6)

Ilustram prin exemple traiectoriile si sensul de deplasare pe traiec-
torii in urmatoarele cazuri:

1. radacinile ecuatiei (16.2.6) sunt reale, distincte gi de semne con-
trare. Punctul (0, 0) este punct de echilibru instabil si se numegte punct
sa,

Determinam solutia generala a sistemului.

ssis] = DSolve[{x[t] —— x[t], y'[e] = ~2y1t]}, {x[t], ]}, ¢
//Simplify

{{=ft] — €' C1],y[t] — e *C2]}}

x[t_] = ssisl[[1, 2, 2]]

y[t-] = ssisl[[1, 1, 2]]

e (2]

e'C1]

Pentru a desena traiectoriile, construim un tabel de functii, nu-
mit sist1l, pentru diferite valori ale lui C[1] si C[2], pe care le vom
inlocui cu 7 si j, ¢ i j ludnd valori de la -4 la 10 cu pasul 3. Deoarece
sist11 contine tabelul perechilor de functii x(¢),y(t) sub forma unei
matrice, memorate linie dupa linie, utilizam comanda Flatten pentru a
desfiinta parantezele de linie, iar noul tabel il numim grafil. Comanda
Short o utilizam pentru a realiza o forma scurta a tabelului grafil,

eliminand eventualele repetitii. Comanda ParametricPlot utilizata cu
lista grafil va genera graficul grafll. Optiunea PlotRange o folosim
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pentru a garanta ca regiunea pe care se traseaza graficele este drep-
tunghiul [—15,15] x [—15,15]. Pentru a desena directia campului de
vectori atagat sistemului folosim comanda VectorPlot. Prin comenzile
din grafll si graf12 sunt desenate traiectoriile si campul de vectori, iar
comanda Show le include pe acelagi sistem de coordonate.

sist11 = Table[{x[t], y[t]}/.{C[1] — 1,C[2] — j},{i, —4, 10,3},
{j,—4,10, 3}]; grafil = Flatten[sist11, 1];

Short[grafil, 2];

grafll = ParametricPlot[Evaluate[grafil], {t, —4, 4},
PlotRange — {{—15,15},{—15,15}}];

graf2l = VectorPlot[{x, —2y}, {x, —15, 15}, {y, —15, 15}];
Show/[grafll, graf21]

TS ST
AT

2. radécinile ecuatiei (16.2.6) sunt reale, distincte si ambele pozi-
tive. Originea (0,0) este punct de echilibru instabil nod bidirectional
instabil, comportarea fiind cea indicata in figura urmatoare depalsarea
pe traiectorie facindu-se dinspre origine pentru ¢ crescator,
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ssis3 = DSolve[{x'[t] == 4x[t], y'[t] == 2y[t]}, {x[t], y[t]}. t]
//Simplify

{{zft] — e*C[1],ylt] — e*C[2]}}

x[t_] = ssis3[[1, 2, 2]]

ylt-] = ssis3([1, 1, 2]]

e2C[2]

" C[1])

sist13 = Table[{x[t], y[t]}/.{C[1] — i,C[2] — j},{i,—4,6,2},
{j, —4,6,2}]; grafi3 = Flatten|sist13, 1];

Short[grafi3, 2];

grafl3 = ParametricPlot[Evaluate[grafi3], {t, —2, 2},
PlotRange — {{—15,15}, {—15,15}}];

graf23 = VectorPlot[{4x, 2y}, {x, —15, 15}, {y, —15,15}];
Show|graf13, graf23]

POSDRU/56/1.2/S /32768 - 311 — Matematicd prin MATHEMATICA



16. SISTEME DIFERENTIALE DE ORDIN INTAI CU COEFICIENTI CONSTANTI

3. radacinile ecuatiei (16.2.6) sunt reale, distincte gi ambele ne-
gative. Punctul (0,0) este punct de echilibru asimptotic stabil, nod
bidirectional stabil, depalsarea pe traiectorie facdndu-se catre origine

cand t creste de la —oo la oo.

ssis2 = DSolve[{x/[t] == —4x[t], y'[t] == —2y[t]}, {x[t], y[t]}, t]
//Simplify

{{alt] — e *Cl1), yft] — e *CP21})

x[t_] = ssis2[[1, 2, 2]]

ylt-] = ssis2[[1, 1, 2]]

e (2]

e O]

sist12 = Table[{x[t], y[t]}/.{C[1] — i,C[2] — j}, {i, —4,6,2},
{ja —4,6, 2}]7

grafi2 = Flatten[sist12, 1];

Short[grafi2, 2];

graf12 = ParametricPlot[Evaluate[grafi2], {t, —2, 2},
PlotRange — {{—10,10},{—10,10}}];

graf22 = VectorPlot[{—4x, —2y}, {x, —10, 10}, {y, —10, 10}];
Show|[grafl12, graf22]

In cazurile 2. si 3. curbele integrale sunt aceleasi, dar sensul de
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parcurs este invers unul altuia (acest lucru observandu-se ugor prin

schimbarea lui ¢ in —t).

4. radacinile ecuatiei (16.2.6) sunt reale, confundate si negative si
matricea sistemului diferential admite un singur vector propriu liniar
independent. Punctul (0,0) este punct de echilibru unidirectional sta-
bil, depalsarea pe traiectorie facandu-se catre origine cand t creste,

ssisd = DSolve[{x'[t] == —3x[t] — y[t], y'[t] == x[t] — y[¢]},

{x[t], y[t]}, tltext//Simplify

{{xfe] — e (C[1] - vC[1] — v[2]), yl] — e 2*(cl2] + (Cl1] + Cl2)}}
sist14 = Table[{ssis4[[1, 1, 2]], ssis4[[1, 2, 2]]}/.{C[1] — 1,C[2] — j},
{1,-4,6,2},{3,~4,6,2)]

grafi4 = Flatten[sist14, 1];Short|[grafi4, 2[;

grafld = ParametricPlot[Evaluate[grafid], {t, —2, 2},

PlotRange — {{—15,15},{—15,15}}];

graf24 = VectorPlot[{—3x — y,x — y}, {x, —15, 15}, {y, —15,15}];
Show/|grafl4, graf24]

5. raddcinile ecuatiei (16.2.6) sunt reale, confundate si pozitive si
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matricea sistemului diferential admite un singur vector propriu. Punc-
tul (0,0) este punct de echilibru unidirectional instabil, depalsarea pe

traiectorie facandu-se dinspre origine cand ¢ creste,

ssish = DSolve[{x'[t] == 3x[t] — y[t], ¥'[t] == x[t] + y[t]},
{[t], y[t]}, t]//Simplify

{{x[t] — e*((1 +t)C[1] — tC[2]), y[t] — e**(t(C[1] —C[2]) +C[2])}}
sist15 = Table[{ssisb[[1, 1, 2]], ssish[[1, 2, 2]] }/.

{clt] —4,¢[2] — 3}, {1,-4,6,2},{], —4,6,2}];

grafi5 = Flatten[sist15, 1];Short[grafi5, 2];

graflb = ParametricPlot[Evaluate[grafi5], {t, —2, 2},

PlotRange — {{—15,15},{—15,15}}];

graf25 = VectorPlot[{3x — y,x + y}, {x, —15, 15}, {y, —15, 15}];
Show/[grafl5, graf25]

6. radacinile ecuatiei (16.2.6) sunt reale, confundate, negative
si matricea sistemului diferential admite doi vectori proprii liniar

independenti. Punctul (0,0) este punct de echilibru wunidirectional
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stabil, depalsarea pe traiectorie, raze, facandu-se catre origine cand

t cregte,

ssis61 = DSolve[{x'[t] == —x[t], y'[t] == —y[t]}, {x[t], y[t]}, t]
//Simplify

{{zlt] = " CN1], ylt] — e C2]}}

sist161 = Table[{ssis61][[1, 1, 2], ssis61[[1, 2, 2]]}/.

{el1) = i,C[2) — 3}, {1,—4,6,2}, {1, ~4,6,2};

grafi6l = Flatten][sist161, 1];

Short[grafi61, 2];

grafl61 = ParametricPlot[Evaluate[grafi61], {t, —2, 2},
PlotRange — {{—15,15},{—15,15}}];

graf261 = VectorPlot[{—x, —y}, {x, —15,15}, {y, —15,15}];
Show/|grafl61, graf261]

7. radécinile ecuatiei (16.2.6) sunt reale, confundate, pozitive

gi matricea sistemului diferential admite doi vectori proprii liniar
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independenti. Punctul (0, 0) este punct de echilibru unidirectional in-
stabil, depalsarea pe traiectorie, raze, facandu-se dinspre origine cand
t creste,

ssis62 = DSolve[{x/[t] == x[t], y'[t] == y[t]}, {x[t], y[t]}, t]//Simplify
{{all] — e/l ylt) — eC2}}

sist162 = Table[{ssis62[[1, 1, 2]], ssis62[1, 2, 2]]}/.

{Cl1] — 1,6[2) — 3}, {3, ~4,6,2}, {J, ~4,6,2}};

grafi62 = Flatten|[sist162, 1];

Short[grafi62, 2];

graf162 = ParametricPlot[Evaluate[grafi62], {t, —2, 2},

PlotRange — {{—15,15},{—15,15}}];

graf262 = VectorPlot[{x, v}, {x, —15, 15}, {y, —15, 15}];

Show|[graf162, graf262]

8. radacinile ecuatiei (16.2.6) sunt complexe cu partea reald poziti-
va. Punctul (0, 0) este punct de echilibru nestabil, numit focar instabil.
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Traiectoriile sunt spirale. Sensul de deplasare pe spirale este dinspre

origine pentru ¢ crescator.

ssis6 = DSolve[{x'[t] == 2y[t], y'[t] == —5x[t] + 2y[t]}, {x[t], y[t]}, t]
//Simplify
{{xlt) — Le*(3c[1]Cos[3t] — (€[] — 20[2)Sinf3t),

y[t] — ge (30[2]Cos[3t] + (—5C[1] + C[2])Sin[3t]) } }

sist16 = Table[{ssis6][[1, 1, 2]], ssis6[[1, 2, 2]] }/.

{Clt] —i,¢[2] — 3}, {1, -4,6,2},{j, —4,6,2}};

grafi6 = Flatten[sist16, 1];Short[grafi6, 2];

graf16 = ParametricPlot[Evaluate[grafi6], {t, —2, 2},

PlotRange — {{—15,15},{—15,15}}];

graf26 = VectorPlot[{2y, —5x + 2y}, {x, —15, 15}, {y, —15, 15}];
Show/[grafl6, graf26]

9. radacinile ecuatiei (16.2.6) sunt complexe cu partea reald nega-
tivd. Punctul (0,0) este punct de echilibru asimptotic stabil, numit
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focar stabil. Traiectoriile sunt spirale logaritmice, depalsarea pe traiec-

torie facandu-se catre origine pentru ¢ crescator.

ssis7 = DSolve[{x'[t] == 2y[t], y'[t] == —bx[t] — 2y[t]}, {x[t], y[t]}, t]
//Simplify

{{x[t] — 2e7*(3¢[1]Cos[3t] + (C[1] + 2C[2])Sin[3t]),

y[t] — te7*(3C[2]Cos[3t] — (5C[1] + C[2])Sin[3t]) } }

sist17 = Table[{ssis7[[1, 1, 2]], ssisT[[1, 2, 2]] } /.

{clt] —4,¢[2] — 3}, {1,-4,6,2},{], —4,6,2}];

grafi7 = Flatten[sist17, 1];Short[grafi7, 2];

grafl7 = ParametricPlot[Evaluate[grafi7], {t, —2, 2},

PlotRange — {{—15,15},{—15,15}}];

graf27 = VectorPlot[{2y, —5x — 2y}, {x, —15, 15}, {y, —15, 15}];
Show|[grafl7, graf27]

10. radacinile ecuatiei (16.2.6) sunt complexe cu partea reald nula.
(0,0) este punct de echilibru stabil, dar nu asimptotic stabil, numit

centru. Traiectoriile sunt curbe inchise, marginite care contin originea.
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ssis = DSolve[{x'[t] == —x[t] + 5y[t], y'[t] == —x[t] + y[¢]},
{x[t], y[t]}, 1]/ /Simplify

{{x[t] — C[1]Cos[2t] — (C[1] — 5c[2})cos[t]sm[t]

y[t] — 2(2¢[2]Cos[2t] + (—C[1] + C[2])Sin[2t]) } }

sist1 = Table[{ssis[[1, 1, 2]], ssis[[1, 2, 2]]}/

{clt] —i,¢[2) — j},{1i,-1,5,2},{j,-1,8,3}};

grafi = Flatten[sist1, 1];Short[grafi, 2];

grafl = ParametricPlot[Evaluate[grafi], {t, —2, 2},

PlotRange — {{—20,20}, {—25,25}}];

graf2 = VectorPlot[{x — 5y, 2x — y}, {x, —20, 20}, {y, —25, 25}];
Show|grafl, graf?]

Observatii 1. Clasificarea punctelor de echilibru ale sistemului
(16.2.4) este asociatd cu clasificarea punctelor singulare ale ecuatiei
(16.2.5), curbele integrale ale ecuatiei (16.2.5) coincizand cu traiectori-
ile migcarilor sistemului (16.2.4), punctul de echilibru x = 0,y = 0 a
sistemului (16.2.4) fiind punct singular al ecuatiei (16.2.5).

2. Pentru sisteme de forma
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== Fmy) (16.2.7)

Y = Q(r,y)

s-a aplicat "metoda primei aproximatii”. Aproximatia liniard a sis-
temului (16.2.7) se obtine dezvoltand in serie Taylor functiile P(z,y)
$i Q(z,y) in vecinatatea punctului (0, 0) si neglijand termenii de ordin
mai mare sau egal cu doi. Se obtine astfel sistemul (16.2.4).

Teorema lui H. Poincaré ne arata ca interventia termenilor neliniari
in z si ¥y nu modifica tipul punctului singular determinat cu ajutorul
liniarizarii i, eventual, al unei translatii, decat intr-un singur caz, cazul

centrului, care se poate uneori transforma in focar.
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Transformata Laplace

Ideea de baza a calcului operational o reprezinta introducerea trans-
formarilor integrale. Avantajul acestei metode consta in aceea ca re-
duce studiul unor ecuatii diferentiale sau sisteme de ecuatii diferentiale
la rezolvarea unor ecuatii sau sisteme algebrice .

Vom defini o clasa de functii, clasa functiilor original si fiecarei
functii original 1i vom asocia transformata ei Laplace care este o functie
imagine. Aceasta asociere este inversabila gi permite un transfer de
operatii, astfel Incat unor operatii asupra functiilor original sa le cores-
punda operatii “mai simple” intre imaginile lor Laplace. Rezolvarea
unei ecuatii diferentiale cu ajutorul transformatei Laplace implica trei
etape:

1. ecuatia diferentiala este transformata intr-o ecuatie algebrica;

2. se rezolva ecuatia algebrica In multimea functiilor imagine;

3. solutia ecuatiei algebrice, care este o functie imagine, este trans-
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formata intr-o functie original.
O functie
fR—-C

se numegte functie original daca:

(i) fH)=0,ViE<O0;

(ii) pe orice interval finit, f are cel mult un numar finit de discon-
tinuitati iar in punctele de discontinuitate exista limite laterale finite.

(iii) f are cel mult o cregtere de tip exponential, adicd existd doud
constante reale M > 0 si « astfel incat:

[f(t)] < Me™t > 0. (17.0.1)

Daca functia f = f(t) satisface (17.0.1) pentru «, atunci aceasté
inegalitate va fi satisfacutd pentru orice s € C cu Real(s) > a.
Notam cu sp = inf {« : | f(t)| < Me®, ¢t > 0} si so se numeste abscisa
de convergenta (indice de cregtere).

Fie f o functie original cu abscisa de convergenta s.

Fie A = {s € C, Real(s) > so} . Functia F': A — C, definita prin

oo

F(s) = / e S f(t) dt (17.0.2)

0

se numeste transformata Laplace a functiei f sau imaginea prin trans-
formarea Laplace a functiei f si se noteaza F'(s) = L{f(¢)}(s).
Pentru a utiliza transformata Laplace Incarcam pachetul care

contine comenzile acesteia. Se realiza prin
"LaplaceTransform"

LaplaceTransform
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transformata Laplace a unor functii.

Exemplul 17.0.1 Sa se calculeze transformata Laplace a functiilor
a) t3sin(3t),
b) 62t
c) (O(t) —0(t —1))?
d) tsin(at)
e) e't?sin(3t)

LaplaceTransform[t"3Sin[3t], t, s]
72(—95+5%)

(9+52)"
LaplaceTransform[UnitStep[t|Exp[2t], t, s]
_1
—2+s
£[t_]:=UnitStep[t] — UnitStep[t — 1]

Plot[£[t], {t, —2,3}]
10—
0.8f
0.6}
0.4r
0.2}

2 4 T2 3
g[t_]:=(UnitStep[t] — UnitStep[t — 1])t"2

LaplaceTransform|g[t], t, s]
2 e’5<2+25+52)

3 53

lapl = LaplaceTransform[tSin[at], t, s]
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2as
(a2+s2)?

Transformata Laplace a unei functii periodice nu poate fi calculata
decat folosind rezultatul: daca f este o functie original periodica de

perioada T' > 0, atunci
T
LLf()}(s) = 7= [ e f(t) dL.
0

Exemplul 17.0.2 Sa se calculeze transformata Laplace a functiei pe-
riodice de perioada T =1, f(x) =1 — x pentru x € [0,1).

Clear|[£, g]

flx]:=1—x/;0 < x<=1

flx|=flx—1]/;x > 1

Plot[£f[x], {x,0, 5}, PlotRange — {0, 2}]

2.0
15

1.0

0.5

0 T 1 T 2 T 3 T 4 T 5
LaplaceTransform[f[t], t, s]
LaplaceTransform|f[t], ¢, s]

pl = Integrate[(1 — t)Exp[—st], {t,0,1}]

—14+e"%+s
2

gls-]="%
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—14+e " °+s
s2

p2 = InverseLaplaceTransform[g[s](1 — Exp[—s]), s, t]
1—t—(—2+t)HeavisideTheta]—2+¢] + (—3+2t)HeavisideTheta[|—1+¢]

Exemplul 17.0.3 Sa se calculeze originalul functiilor:

a) F(s) = Sszz,
c) F(s)+ﬁ

Folosim comanda InverseLaplace Transform pentru determinarea in-
versei transformatei Laplace.
InverseLaplaceTransform [@%2)2, s, t}
tSin[at]
InverseLaplaceTransform [(si—z)z, s, t]
—2e72(—1+2t)
InverseLaplaceTransform [
2e74/%(~1+¢!)Sin[ Y2

2s
st4sM2+17) 5 t]

V3
Plot[%, {t, 0,4}]
3r
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Exemplul 17.0.4 Sa se rezolve cu ajutorul transformatei Laplace
ecuatia diferentiala

2 (t) — 22/ (t) + ba(t) = exp(t) cos(2t)
cu conditiile initiale a) x(0) = 2'(0) =1 $i b) x(0) = a,2’(0) = b.

Pentru determinarea solutiei unei ecuatii diferentiale cu ajutorul
transformatei Laplace se procedeaza astfel:
-se aplica transformata Laplace ecuatiei diferentiale; se obtine o

ecuatie algebrica liniara de ordin intai in necunoscuta LaplaceTrans-

form[z[t], t, s].

Clear[x, t,1t1,1t2]

It1 = LaplaceTransform[x” [t] — 2x'[t] + Bx[t] == Exp[t]Cos[2t], t, 5]

SLaplaceTransform(x[t], t, s] + s?LaplaceTransform[x[t], t, s]—

2(sLaplaceTransform[x[t], £, s] — x[0]) — sx[0] — x'[0] == 77
-rezolvam ecuatia algebrica cu ajutorul comenzii Solve, necunoscuta

fiind Laplace Transform/zft], t, s].

1t2 = Solve[%, LaplaceTransform[x[t], t, s]]

{{LaplaceTransform[x[t], t, s] —

—1+s—10x[0]+9sx[0] —4s2x[0]+sx[0]+5x’[0] —2s% [0]+s%x[0] } }
(5—2s+s2)?

-solutia se gaseste in lista de iesire 1t2 cu ajutorul comenzilor de mai

jos,
121, 1. 2]
—14+s—10x[0]+9sz[0]—4s2z[0]+s3z[0]+ 52 [0] —2sz’ [0]+ 522/ [0]

(5—2s+52)2
-determinam originalul functiei imagine compusa din elementele lis-

tei de iesire [t3, i impunem conditii initiale
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a) 1t3 =1t2[[1, 1,2]]/.{x[0] — 1,%'[0] — 1}//Simplify

—6+8s—3s2+s3
(5—2s+52)2

1£3[[2]]
1£3][[1]]
—6+8s5—352 453

1
(5—2s+s2)2

InverseLaplaceTransform|1t3[[2]]1t3[[1]], s, t]//FullSimplify
1€'(4Cos[2t] + tSin[2t])

b) Determinam solutia ecuatiei diferentiale rezolvata anterior cu
transformata Laplace, dar cu conditii oarecare, 2(0) = a si 2/(0) = b.

1t3 = 1t2[[1, 1, 2]]/.{x[0] — a,x[0] — b}//Simplify
—1+s+b(5—25+52)+a(—10+95—452+s3)
(5—2s+52)2

163[[2]]
—14+s5+b(5—2s+5%) +a(—10+9s — 4s* + s3)
163[[1]]

1
(5—2s+s2)2

InverseLaplaceTransform|1t3[[2]]1t3[[1]], s, t]//FullSimplify
1€'(4aCos[2t] + (—2a + 2b + t)Sin[2t])

Observam ca pentru a = 1 gi b = 1 regasim solutia ecuatiei
diferentiale de la punctul a).

Exemplul 17.0.5 Sa se rezolve cu ajutorul transformatei Laplace
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urmatoarele sisteme diferentiale:

) o' (t) = —2x(t) + y(t) + sin(t)
y'(t) = 4x(t) + 2y(t) + cos(t)

cu conditiile initiale x(0) = 0,y(0) = 1.
2'(t) = —x(t) + y(t) + z(t) + €

y'(t) =x(t) +y(t) + =(t) +

b)
2(t) =a(t) +y(t) + 2(t) + 4,
2(0) = y(0) = 2(0) = 0
a) LaplaceTransform[{x'[t] == —2x[t] — y[t] + Sin[t],

y'[t] == 4x[t] + 2y[t] + Cos[t]}, , 5]
{sLaplaceTransform[z[t], ¢, s] — z[0]

== 1 — 2LaplaceTransform|[z[t], £, s]—

LaplaceTransform[y[t], ¢, s], sLaplaceTransform[y[t], ¢, s| — y[0] == 177
+4LaplaceTransform[z[t], ¢, s] + 2LaplaceTransform[y[t], ¢, s]
Solve[%, {LaplaceTransform[x[t], t, s], LaplaceTransform[y[t], t, s] }]

{{LaplaceTransform[x[t], ¢, s] —

_ 2+42z[0] —s[0]4-2522[0] —s32[0]+y[0]+52y[0]

s2(1+s2) s
LaplaceTransform|y[t], ¢, s] — 74( e x[o]) 5(22“)(7”%71/[0])
It = %/ {x[0] — 0,y[0] — 1}//Simplify
{{LaplaceTransform[z[t], t, s] — 332155247
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LaplaceTransform|[y[t], ¢, s] — %
lt[[1, 1, 2]]

_ 3+s?
52454

1t][1, 2, 2]]

64+3s+3s2+s>
52454

InverseLaplaceTransform[lt[[1, 1, 2]], s, t]//FullSimplify

—3t + 2Sin(t]
InverseLaplaceTransform[lt[[1, 2, 2]], s, t|//FullSimplify
3 + 6t — 2Cos|t] — 3Sin]t]

b) LaplaceTransform[{x'[t] == —x[t] + y[t] + z[t] + Exp[t],
y'[t)==x[t] — ylt] - 2[t] + Exp[31],

2'[t] == x[t] + y[t] + 2[t] + 4}, ¢, 5]

{sLaplaceTransform|[z[t], ¢, s] — z[0]

== —; — LaplaceTransform[z[t], ¢, s|+}

LaplaceTransform[y[t], ¢, s] + LaplaceTransform[z[¢], ¢, s,

sLaplaceTransform[y[t], t, s] — y[0] ==

1
—3+s

+ LaplaceTransform[xz[t], t, s]—

LaplaceTransform[y[t], ¢, s] — LaplaceTransform[z[t], ¢, s],
sLaplaceTransform[z[t], ¢, s] — 2[0] == 2 + LaplaceTransform[z[t], ¢, s]+
LaplaceTransform[y[t], ¢, s] + LaplaceTransform[z[t], ¢, s]

Solve[%, { Laplace Transform[x[t], t, s], LaplaceTransform[y[t], t, s],
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LaplaceTransform|z[t], , s]}]

{{LaplaceTransform[z[t], ¢, s] —

_ —124175—25%— 53 —3522[0]+4532[0] — s 2[0] — 35y [0]+452y[0] — 53 y[0] —352[0] +-45% 2[0] — s> [0]
(=3+s)(—1+s)2s(2+s) )

LaplaceTransform[y[t], £, s] —
—(4 — 9s + 45> — 3 + 62[0] — 11sz[0] + 6s%x[0] — s3z[0] +
6y[0] — 8sy[0] —sy[0] + 4s°y[0] — s'y[0] + 352[0] — 452[0] + 5°2[0])
/(=34 38)(=1+5)*s(2+3)),

LaplaceTransform|z[t], ¢, s] —

(29 (imrtalo= 1) (~4-20) o) alo=20)
- —25+82453

It = %/.{x[0] — 0,y[0] — 0,z[0] — 0}//Simplify

12—17542s2+s3
(=3+s)(—1+45)2s(2+s)?
—4495—45%+5°
(=3+s)(—145)2s(2+s)?
2(4-75+2s?)

LaplaceTransform(z[t], ¢, s] — 5oz

{{LaplaceTransform[x[t], ¢, s] —

LaplaceTransform[y[t], ¢, s] —

1t][1, 1, 2]]

12—17s425%+53
(=3+5)(—1+5)%s(2+s)

1t][1, 2, 2]]

—4+4+9s—4s2 4353
(=3+s)(—1+s)2s(2+s)

1t][1, 3, 2]]

2(4-7s+252)
(—=3+s)(—1+s)2s
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Exemple de rezolvare a unor
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18

Probleme de mecanica exprimabile sub forma unor ecuatii

diferentiale

Formularea unei probleme de mecanica in limbajul ecuatiilor
diferentiale presupune stabilirea unor dependente matematice intre
marimi variabile si derivatele lor pana la un anumit ordin, Impreuna cu
o serie de constrangeri pe care trebuie sa le respecte solutia respectivei
probleme. In ceea ce urmeaza vor fi prezentate cateva exemplificari ale

acestei proceduri de lucru.

18.1 Aruncarea oblica in camp gravitational
(in vid)

Ne propunem ca obiectiv analiza traiectoriei parcurse de un punct ma-
terial cu masa m aruncat in campul gravitational al Pamantului pe o
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18. PROBLEME DE MECANIC A EXPRIMABILE SUB FORMA UNOR ECUATII DIFERENTIALE

directie care formeaza unghiul 0° < ap < 90° cu orizontala (Fig. 18.1).

Ay

mg

Figura 18.1: Aruncarea oblicd a unui punct material in caAmpul gravitational
al Pamantului

Punctul de pornire in demersul nostru este reprezentat de principiul
al doilea al dinamicii, F = ma. Neglijand rezistenta opusa de aerul
atmosferic, in reperul cartezian Oy din Figura 18.1 aceasta lege poate

fi exprimata prin ecuatiile diferentiale
mi=0, miy+mg=0, (18.1.1)

in care
r=uz(t), y=yt), t>0, (18.1.2)

sunt coordonatele punctului material la un moment oarecare t, iar
g este acceleratia gravitationald (a cdrei variatie cu altitudinea este
consideratd nesemnificativa In cazul de fatd). Datoritd coeficientilor
constanti, rezolvarea ecuatiilor diferentiale (18.1.2) nu ridica dificultati.
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18.1. ARUNCAREA OBLIC A IN CAMP GRAVITATIONAL (N VID)

Propriu-zis, prin doua integrari succesive in raport cu variabila timp
rezulta solutiile generale

t2
x(t)=ct+e, yt)= —97 +est+eyq, c1,09,03,¢4 €R.(18.1.3)

Constantele ¢y, cg, ¢3 si ¢4 se determina prescriind coordonatele
de lansare si componentele vitezei initiale ale punctului mate-
rial (Fig. 18.1):

z(0) =0, 2(0)=vgcosag,
(18.1.4)

y(0)=0, ¥(0)=vgsinap.

Aplicand aceste constrangeri relatiilor generale (18.1.3), obtinem dou&
sisteme de ecuatii algebrice ale caror solutii sunt

€1 =vpcosapy, ¢g=0, (18.1.5)

respectiv

cg = vgsinag, ¢4 =0. (18.1.6)

Dupa inlocuirea expresiilor (18.1.5) — (18.1.6) ale constantelor de inte-
grare, formulele (18.1.3) devin

t2
x(t) = votcosag, y(t)= —% + votsinag, t>0. (18.1.7)

Ecuatiile de mai sus definesc o traiectorie parametrizata. Conditia
0° < ap < 90° ne permite sa explicitam timpul ¢ din prima relatie

(18.1.7):
p= (18.1.8)
Vo COS (g
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Procedand la inlocuirea lui ¢ astfel exprimat in ultima dintre relatiile
(18.1.7), vom obtine

y(z) =7 [tgay — = (1 +te’ag) |, y>0. (18.1.9)
0

2v

Formula (18.1.9) descrie o parabola. Intersectiile acestei curbe cu axa
Oz au abscisele xg = 0 si

v sin 2aq
g

rp = (18.1.10)
Coordonata xp este bataia aruncarii oblice (pozitia punctului B din
Figura 18.1). Timpul necesar pentru parcurgerea distantei OB poate
fi determinat inlocuind expresia lui zp in relatia (18.1.8). Se obtine
astfel formula .
2 v sin ayg
tp = L.
g
Altitudinea maxima la care ajunge punctul material reprezinta ex-
tremul parabolei (18.1.9). Anuland derivata functiei y = y (z) definita

sub forma (18.1.9), rezulta ecuatia

QV# (14 tg® ap) =0.

0

tg oy —

Solutia acesteia este abscisa maximului (punctul A din Figura 18.1):

2 .
e v sin 2ay
= =—— 18.1.11
i 2 2g ( )

Altitudinea corespunzatoare se obtine inlocuind x4 definit ca mai sus
in ecuatia (18.1.9):
v sin? ag

= 18.1.12
Ya 29 ( 8 )
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De asemenea, timpul necesar deplasarii pana la inaltimea y4 rezulta

prin inlocuirea expresiei (18.1.11) a lui x4 in relatia (18.1.8):

Vo sin ap
g

ta

Analizand formulele (18.1.10) si (18.1.12), constatam ca atat bataia
cat gi altitudinea aruncarii sunt proportionale cu patratul vitezei de
lansare, dar depind si de unghiul «g. Pentru vy fixat, din (18.1.10)

rezulta ca xp atinge o valoare maxima atunci cand

@0 = Qg optim = 45°.
Acestui unghi 1i corespunde bataia (vezi (18.1.10))

2
_ _ Yo
TBmax — ITB (ao,optlm) = —

Altitudinea maximéa atinsa intr-o astfel de aruncare rezultd prin
inlocuirea parametrului a ot formula (18.1.12):
vo

Yya (a i ) =
0,0ptim 4g

18.2 Abordarea problemei aruncarii in vid cu

MATHEMATICA

Vom afla solutia parametrica si explicita a ecuatiei diferentiale, si vom
vizualiza graficul ei. Pentru a veni In sprijinul cititorului, vom prezenta

comenzile MATHEMATICA in mod redondant.
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(*MATHEMATICA*)

ecuatial = {z”[t] == 0, x[0] == 0, =’[0] == v0Cos[a0]};
ecuatia2 = {y”[t] + g == 0,y[0] == 0, y’[0] == vOSin[x0]};
sistem = {ecuatial, ecuatia2};

necunoscute = {z[t], y[t]};

variabila = ¢;

solutia = {z[t], y[t]}/-.DSolve[sistem, necunoscute, t][[1]];
Yix]=y=y/.

Solve[Eliminate[{x == solutia[[1]], y == solutia[[2]]},
t],y][[1]]// Simplify;

Print[“Solutia parametrica: ”, “ x(t) = ”, solutia[[1]]]

Print[“ 7, “ y(t) = 7, solutia[[2]]]

Print[“Solutia explicita: ”, “ y(x) =", Y[x]]

Solutia parametrica: x(t) = t v0 Cos [a0]

y(t) = 1 (—gt*> + 2tv0 Sin [a0])

g z* Sec [a0]?

Solutia explicita: y(x) = P
v

+ xTan[a0]

Pentru valorile: a0 =m/4; v0=1; g =9.80665, folosind comanda
Plot, obtinem graficul urmator
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2 sec? (o
) = x tanag) - 2 g =4

24

0.025 —

0020 /

0015 o

o yd N

0.000 \

18.3 Aruncarea oblica in cAmp gravitational

(in atmosfera)

Vom relua problema aruncarii oblice in camp gravitational luand in
considerare de aceasta data gi rezistenta aerului atmosferic. Admitem
ca forta de franare este proportionala cu viteza curenta a punctului
material. In aceasti ipoteza, principiul al doilea al dinamicii se va

explicita sub forma
mi—+brt=0, miy+by+mg=0, (18.3.13)

unde b > 0 este rezistenta aerului (presupusa constantd). Pen-

tru comoditatea calculelor, este convenabild definirea coeficientului de

b
franare ¥ = —. Cu ajutorul acestei marimi, ecuatiile (18.3.13) devin
m
2+v2 =0, y+vyy+g=0. (18.3.14)
Prima dintre ele are solutia generala

a(t) = Ao+ A, >0, (18.3.15)
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unde Ay si A; sunt constante arbitrare. Cea de a doua dintre ecuatiile
(18.3.14) are partea omogena identica sub aspect formal cu prima
ecuatie (18.3.14). Drept consecintd, solutia sa generald poate fi ex-
primatd ca o suma in care, aldturi de o componenta de tip (18.3.15),

intervine un termen aditional de forma Ct:
y(t)=By+ Bie " +Ct, t>0. (18.3.16)

In expresia functiei y = y (¢), méarimile By i By sunt constante ar-
bitrare. Cat privegte parametrul C| el se determina impunand con-
strangerea ca a doua dintre ecuatiile (18.3.14) sa fie identic verificata
de solutia (18.3.15). Rezulta astfel conditia

vC +g=0. (18.3.17)
Din (18.3.17) se deduce imediat

o9
Y

Inlocuind expresia lui C' in (18.3.16), obtinem solutia generala

t
y(t) = By + Bre " — g? t>0. (18.3.18)
Constantele Ag, Aj, By ¢i B; se determina impunand satisfacerea
conditiilor initiale (18.1.4) de catre functiile z = x(¢) si y = y(¢)
definite sub forma (18.3.15), respectiv (18.3.18). Rezulta astfel doua
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sisteme de ecuatii algebrice ale caror solutii sunt

Ay =—A; = %VO Cos (g,
(18.3.19)

BO = _Bl = % (Vosina0+ %) .

Dupa inlocuirea expresiilor (18.3.19) ale constantelor de integrare, for-
mulele (18.3.15) si (18.3.18) devin

1—e™ 1—e g (1l—et
z(t)= ————vgcosagy, y(t)=——vosinop+=|—— — 1
Y Y 'Y
(18.3.20)

pentru t > 0. FEcuatiile de mai sus definesc traiectoria parametrizata
a punctului material in prezenta unei franari exercitate de aerul at-
mosferic. Forma lor nu permite deducerea unei formule explicite
asemanatoare cu (18.1.9). De fapt, traiectoria perturbaté de rezistenta
aerului atmosferic nu mai coincide cu o parabola (fig. 18.2). Se poate
totusi demonstra cé setul de formule (18.3.20) se apropie asimptotic de
solutia (18.1.7) atunci cand parametrul 7 tinde spre zero.

Ecuatiile (18.3.20) nu permit deducerea unei relatii de calcul ex-
plicite pentru durata aruncarii tg. Acest parametru poate fi determi-
nat doar prin calcul numeric. Propriu-zis, tg trebuie cautat ca solutie

strict pozitiva a ecuatiel y (t5) = 0, adica (vezi (18.3.20))
1 —e B 1 — e B
¢ VoSina0+g<e—tB):0, tg > 0.
Y Y

Odata cunoscut parametrul ¢z, prima dintre relatiile (18.3.20) permite

evaluarea bataii:
1—e s
rp = —————V COS Q.
v
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Durata deplasarii ascendente ¢4 gi coordonatele (z4,y4) ale punctu-
lui de altitudine maxima atins de-a lungul traiectoriei pot fi totusi
calculate analitic. Parametrul ¢4 se obtine anuland derivata functiei
y = y (t) definite de a doua dintre formulele (18.3.20). Rezulta astfel
ecuatia

e "y, sin ag + % (e_%“ - 1) =0.

Solutia sa este

v

Coordonatele punctului de altitudine maxima rezulta prin inlocuirea

1
ta=—1In <7vosina0—|— 1) .
g

lui ¢4 definit ca mai sus in formulele (18.3.20):

_ V2 sin 209
A = 54(2Vosinaot1)
g0 0
V2 sin? ag Vo sin ag 91 (2 .
- — =5 In | fvgsin o 1).
va g(gVOSinaoJrl) + ’Y(%VosinaoJrl) ~2 g'0 o+
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—  y=0 (parabola) | ‘ | | ‘
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Figura 18.2: Comparatie intre solutia ideald (18.1.7) si formulele (18.3.20)
care iau In considerare franarea exercitata de aerul atmosferic (traiectoriile
reprezentate cu linii intrerupte corespund unor valori diferite de zero ale
coeficientului rezistiv )
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18.4 Abordarea problemei aruncarii in atmosfera
cu MATHEMATICA

Vom afla solutia parametrica explicita a ecuatiei diferentiale, si vom
vizualiza graficele pentru 20 de valori ale coeficientului de franare.

(*MATHEMATICA*)
ecuatial =

{z’[t] + v='[t] == 0, x[0] == 0, z'[0] == v0Cos[a0]};
ecuatia2

={y"[t] + w'[t] + 9 == 0,y[0] == 0, y’[0] == v0Sin[a0]};
sistem = {ecuatial, ecuatia2};

necunoscute = {[t], y[t]};

variabila = t;

solutia = {z[t], y[t]}/-DSolve[sistem, necunoscute, t][[1]];
Print[“Solutia: ”, “ x(t) =", solutia[[1]]]

Print[“ 7, “ y(t) =7, solutia[[2]]]

e " (=14 e") v0 Cos [a0]

Solutia: z(t) =
Y
e (g —e"g+egty + (v0y — e v0~) Sin [a0])
~2

y(t) = —
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Folosind comanda Plot vizualizam graficele a 26 de solutii pentru valori
ale coeficientului ~ intre 0.0 si 0.25 si pentru urmatoarele valori ale

parametrilor:

g =9.80665, a0 =m/4; vO0=100.

- Traiectorii pentru y =0, 0.1, ..., 0.25 (rosu, ..., violet)

250

200 - =y [~

- 150 / ~ : e <\
A NN SERNNNNRN
J AN Y S INONCON N
A MNINN

18.5 Miscarea oscilatorului armonic liniar

Consideram cazul unui punct material de masa m aflat in migcare de-a

lungul axei Ox sub actiunea fortei elastice
F,=—kz, k>0, k=const. (18.5.21)

In egalitatea de mai sus,

este coordonata punctului material la un moment oarecare t. Partic-
ularizand principiul al doilea al dinamicii pentru aceasta problema

POSDRU/56/1.2/S/32768 — 347 — Matematics prin MATHEMATICA



18. PROBLEME DE MECANIC A EXPRIMABILE SUB FORMA UNOR ECUATII DIFERENTIALE

simpla, obtinem ecuatia diferentiala
mi+kx=0, t>0. (18.5.22)

Pentru comoditatea calculelor, este convenabila definirea aga-numitei

k
wo = || — (18.5.23)
m

Cu ajutorul acestei marimi, (18.5.22) se va rescrie sub forma

pulsatii proprii:

F+wlz=0, t>0. (18.5.24)
Solutia generald a ecuatiei diferentiale (18.5.24) este
x (t) = Ay sinwgt + Ag coswpt, t >0, (18.5.25)

unde A; si Ay sunt constante care se pot determina impunand satis-
facerea a doua conditii initiale:

2(0) =0, (0)=vy>0. (18.5.26)

Formula (18.5.25) poate fi oricand adusa la forma echivalenta

z (t) = Acos (wol + o), >0, (18.5.27)
unde
Py
si

A
Yo = — arctgA—
2
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sunt amplitudinea, respectiv faza initiala. Expresia (18.5.27) a solutiei
generale este preferata, fiindca marimile A i g au o interpretare fizica

directa.

Aplicand constrangerile (18.5.26) solutiei generale (18.5.27),
obtinem un sistem de doua ecuatii in necunoscutele A si @y :

Acospy =0, —woAsinyy = vy.

Prin rezolvarea acestuia se obtine

A=Y
wo

(18.5.28)

wola

Yo = —

Dupa inlocuirea expresiilor (18.5.28) ale constantelor A si g, formula
(18.5.27) devine

Vo ™
t) =2 ( t——), t>0,
x (t) CL)Ocos wo 5 >

sau, daca aplicam proprietatile functiilor trigonometrice,

2 (t) = Csinwt, t>0. (18.5.29)
wo
Aceasta ultima relatie defineste solutia particulara a ecuatiei
diferentiale (18.5.24) care verifica si conditiile la limita (18.5.26). For-
mula de mai sus descrie o migcare armonica, pe care punctul material
o executa de o parte si de alta a originii x = 0, cu perioada proprie

_27r

T, = (18.5.30)

wWo
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18.6 Abordarea problemei miscarii oscilatorului
liniar cu MATHEMATICA

Vom afla solutia ecuatiei diferentiale, si vom vizualiza graficul ei.

(*MATHEMATICA*)
solutia =
z[t]/.DSolve [{z”[t] + woz[t] == 0, z[0] == 0, 2'[0] == v}, z[t], ] [[1]];
Print ["Solutia problemei x”[t]+ wo?x[t]==0, x[0]==0, x’[0]==1p "]
Print[“este x(t) = ”, solutia]
Solutia problemei

z"[t] + wo?x[t] == 0, z[0] == 0, z'[0] == v,
Sin [two] vo

este xz(t) =
“o
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Obtinem graficul:

Sin[f wy] vo
—, =3, wy=7

el £ [\ /

ol I\ [\ [\ [

s . \ / \ / \ [

s \ / \ \ .

\ / \ \ [/ |

\ / \ / \ /
\/ \/

9
[
+

0 K z EL3 T i
4 2 4 4 H 4

18.7 Miscarea oscilatorului liniar amortizat

O situatie mult mai frecvent intalnita in aplicatii este aceea cand
asupra punctului material de masa m actioneaza nu numai forta elas-
tica definita de ecuatia (18.5.21), ci si o forta de franare proportionald
cu viteza:

F.=—-bz, b>0, b=const.

In acest caz, principiul al doilea al dinamicii se exprima sub forma

ecuatiei diferentiale
mi+br+kr=0, t>0. (18.7.31)

Din nou, pentru comoditatea calculelor, este convenabila definirea
pulsatiei proprii wg (vezi relatia (18.5.23), precum gi a coeficientului
de amortizare

- . 18.7.32
V=g ( )
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Cu ajutorul acestor marimi, (18.7.31) se va rescrie sub forma
F+2yi+wir=0, t>0. (18.7.33)
Solutia generald a ecuatiei diferentiale (18.7.33) este
x(t) = AreMt + Ay >0, (18.7.34)

unde A; gi Ay sunt constante care se determing impunand satisfac-
erea conditiilor initiale (18.5.26), iar A; si Ay sunt solutiile aga-numitei

ecuatii caracteristice,
AN+ 29\ + wh =0,

deci

/\1:_7_ 72_018,

Ao =—7+ /72—l

Punctul material va efectua o miscare periodica numai atunci cand

(18.7.35)

v < Wp.

Pentru acest caz, solutiile (18.7.35) se pot rescrie sub forma

)‘1 = -7 iwa
)‘2 = =7 + iw7
unde
w=/wd -2 (18.7.36)
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Solutia generald (18.7.34) devine atunci
x(t)=e " (Ale_i‘”t + Agei“’t) , t>0. (18.7.37)

Intrucat putem géasi oricand doua constante reale A gi ¢q care sa garan-
teze satisfacerea egalitatilor

A A
Ay=Jet Ay =T,

relatia (18.7.37) admite rescrierea sub forma echivalenta

z (t) = Ae " cos (wt + ), t>0. (18.7.38)

AplicAnd constrangerile (18.5.26) solutiei generale (18.7.38), obtinem
un sistem de doua ecuatii In necunoscutele A si ¢y :

Acospyg =0, —yAcospg— wAsinyy = vq.

Prin rezolvarea acestuia se obtine

A=Y

w

(18.7.39)
Yo = —

wola

Dupa inlocuirea expresiilor (18.7.39) ale constantelor A si ¢g,formula
(18.7.38) devine

v s
z () = —2e " cos (wt — 7> , t>0,
w
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sau, daca aplicam proprietatile functiilor trigonometrice,

(t) = %e-vt sinwt, > 0. (18.7.40)

Comparand solutiile particulare (18.5.29) si (18.7.40), constatam
urmatoarele lucruri:

e amplitudinea migcarii oscilatorii amortizate scade exponential in
timp;

e pulsatia migcarii oscilatorii amortizate este diferita de pulsatia
proprie wy si, implicit, perioada

o
w

difera de perioada proprie Ty (vezi relatia (18.5.30)).

18.8 Abordarea problemei miscarii oscilatorului
liniar amortizat ca MATHEMATICA

Vom afla solutia ecuatiei diferentiale si vom vizualiza graficul ei.

(*MATHEMATICA*)

solutia = z[t]/.

DSolve [{z”[t] + 27 z'[t] + (w? + %) z[t] == 0,z[0] == 0, 2’[0] == vy},
z[t], t][[1]]/ /ExpToTrig//TrigFactor/ /FullSimplify;

Print[”Solutia problemei”|

Print[ ” 2"[t] + 2v2'[t] + (w? + 2)z[t] == 0,z[0] == 0,2'[0] == v, 7]

Print[” este x(t) = ”, solutia]

POSDRU/56/1.2/S /32768 — 354 — Matematicd prin MATHEMATICA



18.8. ABORDAREA PROBLEMEI MISC ARII OSCILATORULUI
LINIAR AMORTIZAT CU MATHEMATICA

Solutia problemei

2"[t] + 27a'[t] + (w? + D)alt] == 0, 2[0] == 0, 2’[0] == v,

e ¥ Sinftw]v
este z(t) = ¢
w

Pentru: w=m; v=3; 7y=.6; wp=+/w?2+~2, obtinem grafi-

cul

e Sin[r w] vy

x(t) = T’ v =3, w=n, wy=3.198, y=0.6
0 : N x < B z 27
0.5 /-\ 0.5
S 02 I \\ 025
= , \\ / / - b
—0.25 / 0.25
0 H \-‘; EE T i: 57' 'T' FES
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Plane la elice, 103

Pseudosfera, 95
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Rezolvare ecuatii diferentiale,
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Semi Pseudosfera, 94

Semi-elipsoid, 81

Spirala logaritmica, 56

Tangente la o curba, 11

Tor, 91, 92

Tractricea, 57

Triedrul lui Frenet, 104

Comanda

Baza, 222

CMYKColor, 107
Compeatibil, 139
ComplementOrtogonal, 221
ContourPlot, 59

DepLin, 160

Derivative, 3

Dt, 9

Integrate, 29
Intersectia, 248
InvDr, 160

InvSt, 161

Limit, 26

NSum, 21

Opelem, 126
ParametricPlot, 46
ParametricPlot3D, 71
Plot, 37

Plot3D, 70
RegionPlot, 67
RegionPlot3D, 83
RGBColor, 107
Series, 25
Subspatiu@, 150
Sum, 21

Suma, 248
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